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Vade T o 





[geo Tópicos aBordados nos exercícios 


e Operações com funções e intervalos; 
e Novas funções a partir de funções conhecidas; 


e Problemas envolvendo funções; 





Conteúdos essenciais para a resolução dos 
exercícios 

e Função e suas propriedades; 

e Intervalos e suas propriedades; 


E=—— Métodos e Técnicas 


e Na questão citada tem-se a modelagem de problemas 


por funções: 


Exercício 1.4 






Exercícios 1.1; 1.3; 1.5; 1.7; 1.8 





e Na questão citada efetua-se as transformações de fun- 
ções a partir de funções conhecidas: 


ns e Nas questões citada efetua-se as operações de funções: 


Exercício 1.6 


— Enunciado dos Exercícios 


(a) Encontre a equação da reta que passa pelos pontos A = 


(b) Seja P = (—2,5) um ponto da reta r, que é paralela a 
reta x — 6y = 1. 


Encontre a equação da reta r. 


Resolva: 
(a) 1+|27x—-4]=3; 


(Ro 


(a) Encontre os valores reais de p e q para os quais a relação 


o, 0), (=1, 3), (0, 2 (p, q), (12, 6)> 
é uma função; 


(b) Encontre um número real x para o qual a relação 


t(-3, 5), (—2, os (E, z), (0, 3), (1, io (2, —5)> 


é injetora. 


O gerente de uma fábrica determinou que, quando x 
centenas de unidades do produto A forem fabricadas todas 
poderão ser vendidas por um preço unitário dado pela função 
p(x) = 60 — x reais. Para que nível de produção a receita é 


máxima? Qual é a receita máxima? 





Considere a função f(x) = 67-22 eo ponto P = (1,5) 
do gráfico de f. 


(a) Desenhe o gráfico de f e as retas secantes que passam 


pelo ponto P e os pontos Q = (x, f(x)) para « = 
ERlE 


po 
(b) Encontre o coeficiente angular de cada reta secante do 
item (b); 


(c) Use os resultados do item (b) para estimar o coeficiente 
angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto P; 


(d) Descreva como você pode melhorar a aproximação do 
coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no 
ponto P, dada no item (c). 


Considere o gráfico da função y = f(a). 








Gráfico da função y = f(x). 


Determine as transformações ocorridas no gráfico de f nos 
seguintes exemplos abaixo: 


























Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, justifique; se 
for falso dê um exemplo que mostre que a afirmação é falsa 
(Contra-exemplo). 








(a) Como f(x) = di 


9=g9º fno domínio das respectivas compostas; 


1 
a e E obtemos que f o 


(b) Se f e g são funções tais que é possível calcular a com- 
posta delas, então fog = go f; 





(c) Se f é bijetora então f não admite o mesmo valor mais 


de uma vez; 
(d) Se f é uma função então f(3x) = 3f(x); 


(e) Uma reta horizontal intercepta o gráfico de uma função 


no máximo uma vez. 


il 
ERA Sjat=2+=,comzz0. 
É 


1 
(a) Calcule, em função de t, as funções g = x? + e 
x 


1 
= ds 
ma 


(b) Esboce o gráfico da função z(t) = (a(o + 2) EE 





[E Suaest6 es 


Use a definição de função composta 
e função bijetora. 


Em 
Utiliza a definição de módulo e suas 
propriedades. a +b =(a+b) — 2ab 


Lembre-se que retas paralelas pos- 
suem o mesmo coeficiente angular. 


Use a definição de função. façaa=reb= O 


di 
A função receita está relacionada ao 

valor arrecadado pela venda de um deter- 

minado produto. 


Use um software matemático para 
plotar o gráfico de f e as retas secantes. 


Use um software matemático para 
observar as transformações de uma função 


qualquer. 
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E Respostas 


a 


(a) Encontre a equação da reta que passa pelos pontos 4 = (1,2)e B=(—1,4); 


Solução: Vamos usar a equação geral da reta: 
y— yo =m(x — xo). (1) 


Calculando o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos dados 4 e B obtemos 


Yi — Yo 4-2 
= a = —1 
Ti — Lg —1-1 





Logo, considerando o ponto 4 = (1,2) a equação (1) torna-se 


v=% = m(z=%0) 
yv—2?2 = —I(x—1) 
v = -2+ô 


Seja P = (—2,5) um ponto da reta r, que é paralela a reta x — 6y = 1. 

Encontre a equação da reta r. 

Solução: Lembrando que. duas retas são paralelas se, e somente se, seus coeficientes 
angulares forem iguais. 


Deste modo, devemos encontrar o coeficiente angular da reta r, que denotaremos por 
my. Para isso usaremos a informação que a reta «x — 6y = 1 é paralela a reta r, logo, 
conhecendo o coeficiente dessa reta conheceremos o valor de m,. Mas, 


Er 
Ca 


1 
o que implica m, = E 


Com o valor do coeficiente angular m, e o ponto P = (—2,5) podemos usar a equação 
geral da reta para obter 


y—y = m(x — xo) 
1 
y-5 = a(o (-2) 
o E qua 
dO 
e , x 16 
Logo, a equação da reta r é dada por 
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Resolva: 


(a) 


1+|2x-4]=3; 
Solução: Lembrando a definição de módulo, temos: 


2x —-4 se 2x-4>0 


[27 — 4] = 
—2x+4 se 27x-4<0 
Assim, 
2x — 4 se 7x>2 
[27 — 4] = 
—2x+4 se v<2 
Logo, 
Para x >2 Para x <2 
2x —- 4 = 2 —2r +4 = 2 
Ti = 


Verificando os valores obtidos para os intervalos encontrados, obtêm-se que os pontos 
satisfazem a equação. Portanto, 1+2x-4=3617=loux=83. 


3-4|z—-1|<-1. 
Solução: Observe que: 


3-4|zx-1|<-1l>-4|r-l|<-4>-|r-l|<-l. 


Multiplicando a expressão por —1 tem-se 


-|x-1|<-I>|r-l|>1. 


Agora, usando a propriedade |x|>a + x>aoux< -—a, para a > 0, obtemos 
v—-l>l ou zx-l<-—l, 


o que implica 
v>2 ou q<o0, 


lo 


(a) 


Logo, a solução para a inequação é S = (—00,0) U (2, +00). 


Geometricamente temos 


SA 
Encontre os valores reais de p e q para os quais a relação 


o 0), Ra 3), (0, 2), (p, q), (12, 6)) 


é uma função; 

Solução: De acordo com a definição de função, para cada x do domínio deve existir 
em correspondência um e só um %y na imagem. Geometricamente, isso significa que ao 
traçar uma reta vertical no domínio, deverá existir apenas um valor de y associado a 


essa abscissa. 


À resposta para esta questão não é única. Existem uma infinidades de respostas. Assim, 
para qualquer p diferente dos valores (—5, —1,0,124 deve existir em correspondência um 
e só um q. Por exemplo, o par (p,q) = (1,3) é uma resposta correta. 


Observe que o par (—1,1) é uma resposta incorreta. 


Encontre um número real x para o qual a relação 


= 5), (=2, E; (=); (0, 3), (d; 1), (2, =D 


é injetora. 
Solução: Denominamos função injetora, a função que transforma diferentes elementos 
do domínio em diferentes conjuntos da imagem, ou seja, não existe elemento da imagem 


que possui correspondência com mais de um elemento do domínio. Assim, para 14 £ xs, 
Hx) £ F(us). 


Logo, « pode assumir qualquer valor diferente das imagens, ou seja, 


2 é (-5,1,3,5,11). 
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O gerente de uma fábrica determinou que, quando x centenas de unidades do pro- 
duto A forem fabricadas todas poderão ser vendidas por um preço unitário dado pela função 
p(x) = 60—« reais. Para que nível de produção a receita é máxima? Qual é a receita máxima? 
Solução: Temos que receita está relacionada ao valor arrecadado pela venda de um determi- 
nado produto, assim, se foram vendidos x produtos, sendo o preço unitário de 60 — x, então 
a receita é 

R(z) = (60 = 2)z > R(z) = 60x = 4º. 


Observe que, R(x) >0se0 <a < 60. 


Como queremos o valor de x para o qual a receita é máxima e R(x) é dada por uma 


parabóla, sabemos que o ponto de máximo é dado por 


—b —60 . 
di 3-1) À 30 centenas (3.000) de unidades. 


Logo, a receita máxima é 
R(30) = 60(30) — (30)? => R(30) = 900 unidades de reais. 


Portanto, a fábrica deve produzir 3.000 unidades e com esse nível de produção, a receita 
esperada é de 90.000 reais. 


ER Considere a função f(x) = 67 —- 7? e 0 ponto P = (1,5) do gráfico de f. 


(a) Desenhe o gráfico de f e as retas secantes que passam pelo ponto P e os pontos 


Q = (, f(x)) parar = 5,5 e 2; 
Solução: Vamos primeiro determinar os pontos Q = (x, f(x)). 


, 


O 


NIH 
QN IO 


ms 


1 11 a 
Para x — 2? f(x) = 4º logo, Q1 E (5 7). 


3 27 EPA 
Para x = 2º f(x) E ER: logo, (o = (5 q). 
Paar=2. p(t)-8, logo, Q:— (2,8). 


A figura abaixo mostra o gráfico de f e as retas as secantes: 
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(b) Encontre o coeficiente angular de cada reta secante do item (a); 


Solução: Sabemos que o coeficiente angular de uma secante que passa pelos pontos 
(Zo, f(xo)) e fria) | é dado por: 


a Ha) — Ho) (2) 


111 
Assim, para a reta que passa por P = (xo, f(x9)) = (1,5) e Q1 = (x1, f(x1)) = (5 q) 


tem-se 


—u 
m = fE)- ie) SE 9 4s 
Ti — Lg 1-5 2, 





ZA 
Para a reta que passa por P = (1,5) e Q» = (x3, f(x5)) = (5 a) tem-se 


“Sette bg 


= 4 
To — Lg 1-5 E 





Para a reta que passa por P = (1,5) e Q3 = (x3, f(x3)) = (2,8) tem-se 
Fls) f(xo) 5-8 + 


Ma =— — — 
X3 — Lo 1-2 


3.0 


Use os resultados do item (b) para estimar o coeficiente angular da reta tangente ao 
gráfico de f no ponto P; 
Solução: Note que, para reta tangente em P não podemos usar a fórmula (2). 


Para estimar o valor do coeficiente angular my da reta tangente em P observe que, pelo 
item (b), as retas secantes passando por P e pelos pontos Q suficientemente próximos 
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de P “aproximam-se" da reta tangente. Logo, esperamos que os coefientes angulares 
destas retas secantes “aproximem-se" do coeficente angular da tangente. 


Usando os resultados do item (b) e a ideia descrita acima, temos que os pontos mais 
próximos do ponto P que são Q, e Qo. Para estes pontos o coeficiente angular das 
secantes são my e mo. Podemos escolher uma aproximação usando m, ou ma, por 
exemplo 


mp E ma = 3.5 


Descreva como você pode melhorar a aproximação do coeficiente angular da reta tan- 
gente ao gráfico de f no ponto P, dada no item (c). 


Solução: Como nossa aproximação do coeficiente angular my é dada pelos coefici- 
entes m, de retas secantes passando por P e pontos Q próximos de P, para melhorar 
nossa aproximação devemos tomar pontos mais próximos de P e calcular os coeficientes 


angulares das secantes. 


Por exemplo, subdividindo o intervalo [1,2] em n subintervalos [x;-1, x; com tamanho 
h=1/nel<i<n obtemos abscissas x; = 1 + hi de pontos Q; muito próximos de P. 
De fato, para n = 10 temos 





i 1 2 3 4 o 6 4 8 É 10 
E DA | SE Ls qi Er ES 
dlc;) | 5.59] Bio | GAL | GAL 6 | CO [Fal | 56 | 7 [BO 
Mr; SO AS |O SB SAS | SD SS 


















































O ponto mais próximo de P na tabela acima é Q4 = (1.1,5.39) e, logo, podemos apro- 
ximar mr pelo coeficiente m, = 3.9, ou seja, my = 3.9. Observe que esta aproximação 


é melhor do que a aproximação dada no item (c). 


Considere o gráfico da função y = f(a). 


16 











Gráfico da função y = f(a). 


Determine as transformações ocorridas no gráfico de f nos seguintes exemplos abaixo: 


(a) 


E 


I 
L 
1 
I 
I 
1 
l 
l 
I 


I 
I 








I 
I 
I 
I 
I 
Solução: Percebe-se que a função foi obtida pela reflexão em torno do eixo y e com- 


pressão horizontal. 
Primeiramente vamos refletir a função em torno do eixo y, assim, 


h(a) = fa). 


Comprimindo agora horizontalmente, temos que 
para c>1. 


g(a) = h(ex) = f(-cax) 


ln 


Logo, a nova função será dado por 
g(x) = f(—cx) para c>1. 


1 
1 NS 
* , 
2 apa 
º 1 





1 
T 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
1 


Solução: Percebe-se que a função foi obtida pela reflexão em torno do eixo wy, compressão 


horizontal e deslocamento para a direita. 
Primeiramente vamos deslocar c unidades para direita, assim, 


hlai= 74 =€) para c > 0. 
Seguindo, vamos comprimir horizontalmente a função h(x) por um fator k, logo, 
glr)= hhz) = Jlhlo 0) para k > 1. 


Por último, vamos fazer a reflexão em torno do eixo y. 
Hk(a — c)). 


| 
O 
“In 
8 
o 
| 


parac>0ek>1. 
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Solução: Percebe-se que a função foi obtida pela expansão vertical, deslocamento para 


a esquerda e deslocamente vertical para baixo. 
Primeiramente vamos deslocar o gráfico c unidades para a esquerda, assim, 


hit j= pe) parace > 0, 


Seguindo, vamos fazer a expansão vertical por um fator k > 1, logo, a nova função obtida 


será dada por 
glr) = khlz)= kilo dc) 


Deslocando-a para baixo, temos 
g(x)—- co=kf(zx+c)-— co para c, > 0. 


p(x) = 








Solução: Percebe-se que a função foi obtida pela expansão vertical e deslocamento para 


a direita. 
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Primeiramente vamos deslocar o gráfico c unidades para a direita, assim, 
hi) = (e =) para c > 0. 


Seguindo, vamos fazer a expansão vertical por um fator k > 1, logo, a nova função obtida 
será dada por 


g(x) = kh(x) = kf(a — c) 


Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, justifique; se for falso dê um exemplo que 
mostre que a afirmação é falsa (Contra-exemplo). 


1— 1 E E 
(a) Como f(x) = Foto g(m) = EE obtemos que fog = go f no domínio das respectivas 
x x 
compostas; 
Solução: Falso! Pois a igualdade de funções implica que as funções devem possuir o 


mesmo domínio, o mesmo contradomínio e 


para todo x no domínio. Contudo 














Dog = = lt 











Doof =R — (0 





Como esses domínios são conjuntos diferentes, verifica-se que go f £ fog. 


(b) Se f e g são funções tais que é possível calcular a composta delas, então fog = go f; 


Solução: Falso! Considere por exemplo f(x) = 2x e g(x) = xº2. 


Calculando fog 


Calculando go f 


Logo, go fffog. 


(c) Se f é bijetora então f não admite o mesmo valor mais de uma vez; 
Solução: Verdadeiro! Temos que uma função é dita bijetora quando é simultaneamente 
injetora e sobrejetora. Por sua vez, uma função é dita injetora se nenhuma reta hori- 


zontal intercepta seu gráfico em mais de um ponto. 
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(d) 


Se f é uma função então f(3x) = 3f(a); 
Solução: Falso! Considere a função f(x) = «2. 


Para fax) =— (dm) = 9, 
Para dio) sr, 


Logo, verifica-se que f(3x) £ 3f(ax). 


Uma reta horizontal intercepta o gráfico de uma função no máximo uma vez. 
Solução: Falso! Uma função só terá a propriedade de uma reta horizontal interceptar 
o gráfico apenas uma vez se for injetora. Assim, basta utilizar uma função não injetora, 


Como pm. 


1 
ERN Sgjat=2+>,comzz%o. 
É 


(a) 


1 1 
Calcule, em função de t, as funções q = «2 + a eh= zê + E 
dh E 
Em R NO ria 
Solução: Seja g = x? + (=) . Utilizando o produtos notáveis sabemos que 
e 


(a+b) = a? + 2ab+ b2. 


Logo, 
a? +bº =(a+b) — 2ab. 


1 
Fazendo a = x e b = —, temos que 
e 


ÇA e 
Eh XY 


1 
+55 = to? 
x 
Logo, 
g(t) = —2 


13 
Seja agora h = qº + (2) . Utilizando o produtos notáveis sabemos que 
x 


e + = (aba -abLb') 


= (a-+b)([a? + bº] — ab) 
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ai +té=(a+b(a? — ab+ b?). 


1 
Fazendo a = x e b = —, temos que 
x 
Nº 1 1 
e) = (en (e-e3) 
CR Eh 
1 e Mi 
= (a+-|)(|2+5|-1 
E a 





= U?-2-1) 
= Ba 
Logo, 
h(t) = tê — 3t 


Z 


(b) Esboce o gráfico da função z(t) = (a(o =+ 


Solução: Primeiramente vamos encontrar a função z(t). Assim, 


o - (0-2): 


t 


p= 
(2 -2+ E): 


(P-2+H 3 


N 
Es 
+ 
E 4 





V 
EA 

+ 
Some 


at) = (or =bk 


2Zt) = 2-5 pára É 20 


Uma vez encontrada a função, basta esboçar o gráfico. Assim, 
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Cálculo | 


Limite e corrtinuidade 





E E Tópicos agordados nos exercícios 


e Inclinação da reta tangente por limite; 

e Propriedades, limites infinitos e limites no infinito; 

e Continuidade de uma função; 

e Teorema do Valor Intermediário e Teorema do Con- 
fronto; 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios 


e Funções e suas propriedades; 


e Limite e suas propriedades; 
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E=— Métodos e Técnicas 


e Na questão citada tem-se o uso das propriedades ope- 


ratórias de limite: 
Exercício 2.2 


e Nas questões citadas usa-se limites infinitos e/ou limites 
no infinito: 


Exercícios 2.6; 2.7 


e Na questões citadas usa-se continuidade de funções: 


Exercícios 2.2(b); 2.4 


e Na questão citada usa-se o Teorema do Valor Interme- 


diário: 


Exercício 2.3 
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— Enunciado dos Exercícios 


Considere a função 


v+1 se a«<-—l 
fig 4 =p) se -I<r<) 


Lise 

(a) Esboce o gráfico de f; 
(b) Descreva, com suas próprias palavras, o significado de 

lim f(1) =: 
(c) Utilizando o gráfico, determine o valor dos limites: 

(0) lim fo) 
(ID) lim far); 
(1) tim (2). 


Calcule os limites abaixo. Enuncie as propriedades 
e/ou teoremas usados. 


4 
(a) lim p(x) conp(s | Duo egeR,I<i<4; 
TES 
i=1 


(b) lim f(sen (x); 


Sul cos(a E 


sn 
Fo) 


q>4+ q —4 
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(a) Verifique se o Teorema do valor intermediário se aplica 
para f(x)= 1º - 22 +27 -2,[0,3], f(c) = 0; 


(b) Descreva um processo para calcular uma aproximação 
do número c dado no item (a) e calcule uma aproxima- 


ção de c. 


Encontre os valores reais de x (se houver algum) para 
os quais a função f não é contínua. Existe alguma desconti- 
nuidade removível? Qual ou quais? 








(a) H(0)= 5 
Do 
(b) fo) = 


Seja s(t) = tê + t? a função posição do deslocamento 
de um móvel. 


(a) Encontre as velocidades médias do móvel nos intervalos 
de tempo At, =ti—to, Atb=to—ty, Ats=t3— toe 
Sia tato patal, 04-05 b- 10% -lõe 
ta = te 


(b) Faça uma interpretação geométrica da velocidade ins- 
tântanea no instante t = 1 usando as velocidades mé- 
dias; 


(c) Use os resultados dos itens (a) e (b) para estimar a 
velocidade instântanea em t = 1; 


(d) Descreva como você pode melhorar a aproximação da 
velocidade instântanea dada no item (c). 


2 


1 
Considere a função f(x) = — e faça o que se pede: 
E 


(a) Utilizando um aplicativo computacional investigue o 
gráfico da função f. Depois, faça um desenho à mão 


livre do mesmo gráfico. 


(b) Analise o valor de f(x) quando x se aproxima de O pela 
direita. O que podemos afirmar sobre o valor do limite 
ie 


a—0+ 


(c) Analise agora, o valor de f(x) quando « se aproxima de 
O pela esquerda. O que podemos afirmar sobre o valor 
do limite lim f(x)? 
L>0" 


(d) O limite lim f(x) existe? Justifique. 
dio 


Determine todas as assíntotas (verticais, horizontais e 


oblíquas) da função f(x) = «x + e 
E 
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EE Suaestô es 





no 


—  Qespostas 


Considere a função 


c+1 se r<-—l 





fol-(-r rs -lcrs) 


x se r>?2 


(a) Esboce o gráfico de f; 
Solução: Esboçando o gráfico da função, obtemos 











(b) Descreva, com suas próprias palavras, o significado de lim f(x) = L; 
> a 
Solução: Considerando uma função f(x) qualquer, lim f(x) = L significa que quanto 
Ta 
mais o valor de x se aproxima de a, mais o valor da imagem se aproxima de L, verificando 


isso quando a aproximação é feita pela direita e pela esquerda. 


(c) Utilizando o gráfico, determine o valor dos limites: 


(D Jim f(x); 
Solução: Observando o gráfico, percebemos que quando x se aproxima de —1 pela 
esquerda, o valor de f tende a zero. Por sua vez, ao quando x se aproxima de —1 
pela direita, o valor de f tende a 1. Como encontramos valores diferentes quando «x se 
aproxima de —1 pela esquerda e pela direita, então esse limite não existe. 
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(11) 


(LIT) 


lim f(x); 

Solução: Observando o gráfico, percebemos que quando x se aproxima de O pela es- 
querda, o valor de f tende 2. Por sua vez, ao quando x se aproxima de O pela direita, o 
valor de f tende a 2. Como encontramos valores iguais quando x se aproxima de O pela 
esquerda e pela direita, então esse limite existe e é igual a 

lim f(7) =2 

lim f(2). 

Solução: Observando o gráfico, percebemos que quando x se aproxima de 4 pela es- 
querda, o valor de f tende 4. Por sua vez, ao quando x se aproxima de 4 pela direita, o 


valor de f tende a 4. Logo, 
lima) (3) =4 
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Observamos ainda que para x > 2, f(x) = x. Como f é uma função polinomial e toda 


polinomial é contínua, então 


lim f(x) = f(a) 


T—>a 
Logo, 
intra 


4 


22) Calcule os limites abaixo. Enuncie as propriedades e/ou teoremas usados. 


(a) 





4 
lim p(x) com p(x) = emeR,I<i<a4; 


Solução: Primeiramente precisamos encontrar a função p(x), assim, 


4 
re ao 
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NR o o en E na 


2, 
E 
I 


Pela propriedade do limite da soma, temos 
lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) 
t—>+a, La v—a, 


Aplicando a propriedade do limite da soma e da multiplicação por uma constante por 
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uma função, temos que 
limp(x) = limfaz+Har +azrl + ar] 
2 2 


= lim[a; x) + lim[a, x?) + lim[as 7º] + lim[ay 7º] 
da L—>2 L—2 GD 


= alimz+ aslim x” + as lim 2º + aq lim q! 
Ha EP? EE ÇA Eri 
Utilizando a propriedade do limite do produto, temos 
limp(z) = alimz+as (lim 2) : (lim, )| + as (lim 2) : (lim, 2) : (lim, )| 
2 22 2 TA an ER 22 


+ aq (lim 2) - (lim, 2) - (lim, 1) - (lim, )| 
2 =) 12 TRA 
Encontramos lim p(x) pode ser escrito como soma e produto de lim a = 2, logo, 
T— T— 


limp(r) = a(2)x + as(2?) + as(2º) + au(2º) 
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= 201 ar 4as + 8as Ar 16as 


(b) lim f(sen (x); 
L— 
Solução: Teorema 1: Seja h contínua em b e lim g(x) = b, então lim A(g(x)) = h(b). 
v—a v—>a 
Em outras palavras, 


lim h(o(2)) = d (lim g(2)) 


Utilizando o teorema acima, temos que se f for contínua e g(x) = sen (x), então 


Em falo) = 4 (lim sen) = f(sen3). 
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O teorema acima só é válido para uma função h contínua em b, porém devemos verificar 
também o caso em que h não seja contínua nesse ponto. Para isso, enunciaremos o 


teorema abaixo: 


Teorema 2: Sejam f e g duas funções tais que Imf € D,, lim f(x) = a e lim g(u) = L. 
1>p u>a 
Nestas condições, se existir r > O tal que f(x) Za para 0 < |x—p| <r, então lim g(f(x)) 
1>p 
existirá e 


lim g(F(x)) = lim g(u) 


L>p ua 
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Logo, 
lim g(f(1)) = L 


T>p 


Utilizando o teorema acima, seja 


ii Fu) e 
e 
lim qe lim sen (x) = sen (3). 
Então 
lim f(g(a)) = lim f(sen (2) = L 
(c) lim 3(1 — soe 


Solução: Para des esse limite tentaremos chegar ao limite fundamental trigonomé- 


3(1 — cos(x)) 


sen q 
trico dado por lim — — = 1. Para tanto, considere f(x) = . Utilizando a 


relação fundamental nono nica, onde 


sen?r +cos x =1 
sen?x=1-— costa 


sen? x = (1 — cosz)(1 + cosz) 


Multiplicando o numerador e denominador da função f por (1 + cos x), temos que 
re 3(1 — cos(x)) 1 -+cos(x) 
e z 1-+cos(x) 
3senZ(x) 
a(1 + cos (x)) 





3sen (x) sen x 


Consideremos agora f(x) = h(x) - g(x), onde h(x) = ESC] e g(x) = x « Utili- 


zando a propriedade do limite do produto, temos que 


lim f(x) = lim A(x) - lim g(x) 


r>a r>a v>a 
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Logo, 


im fo) = lim Ala) limoa(s) 


2>0 2>0 2>0 


E 3 sen (2) | ns 


2>0 1 + cos (x) 250 q 





RUE 
e) 
Logo, 
ie 
tm 3(1 — cos(x)) E 
20 E 
mm toa 
lim ———. 
Aa q—4 
= 4 














Solução: Consideremos f(x) = - Verificando o domínio, temos que D; = R — 





(4+. Utilizando a propriedade de módulo, temos que 


zx—4, se q>4 
lx — 4) = 
—x+4, se q<4 


Como x = 4 não pertence ao domínio, então f(x) será 


1, se x>4 
fiz) = 


—1, se x<4 


Como x está se aproximando de 4 pela direita, ou seja, valores maiores que 4, temos que 


Fx) =1, logo, 
imo = dra = 


t—4+ g—>4+ 


(a) 


Verifique se o Teorema do valor intermediário se aplica para f(x) = 1º - 12 +x—2, 


[0,3], f(c) = 0; 
Solução: Seja f(x) =xº —- 72 +17 -—2. 


f(0)=0º-02+0-2=-2<0 


f(3)=3º-32+3-2=19>0 
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Logo, f(0) < 0 < f(3), isto é, k = O é um número entre f(0) e f(3). Como f é contínua, 
uma vez que é um polinômio, o Teorema do Valor Intermediário afirma que existe um 
número c entre 0 e 3 tal que f(c) = O. Em outras palavras, a equação 1º —- 12 +7-2=0, 
tem pelo menos uma raiz c no intervalo [0, 3]. 


(b) Descreva um processo para calcular uma aproximação do número c dado no item (a) e 
calcule uma aproximação de c. 
Solução: Podemos localizar com mais precisão a raiz usando o teorema do Valor Inter- 
medário recursivamente. Para isso, precisamos escolher pontos de tal forma a diminuir 
o intervalo, fazendo a e b tender ao valor c, de forma que f(a) < 0 e f(b) > 0. 


Observe que f(0) = —2 < 0 e p(3) = 19 > 0 logo, pelo TVI, existe uma raiz de 
f(x) = O no intervalo [0,3]. Considere o ponto médio de [0,3] dado por x, = 1.5. Como 
f(1.5) = 0.625 temos, pelo TVI, que existe uma raiz de f(x) = O no intervalo [0, 1.5]. 
Considere o ponto médio de [0,1.5] dado por x, = 0.75.. Como f(0.75) = —1.39 temos, 
pelo TVI, que existe uma raiz de f(x) = O no intervalo [0.75, 1.5]. 

Considere o ponto médio de [0.75, 1.5] dado por «3 = 1.125 e note que f(1.125) = —0.717. 
Logo, pelo TVI existe uma raiz de f(x) = 0 no intervalo [1.125, 1.5]. 

Novamente considere o ponto médio de [1.125,1.5] dado por x, = 1.3125 e note que 


f(1.3125) = —0.1492. Logo, pelo TVI existe uma raiz de f(x) = O no intervalo 
[1.1492,1.5]. 


Podemos continuar esse processo até que uma condição de parada seja satisfeita. Por 
exemplo, o erro relativo seja menor que uma precisão dada. Assim, 


“13125 -1.125] 
o 1.5125 
Portanto, x = 1.3125 é uma raiz aproximada da equação f(x) = 7º) - 2º 4+7-2=0. 


= ().1429 


2! Encontre os valores reais de « (se houver algum) para os quais a função f não é 
contínua. Existe alguma descontinuidade removível? Qual ou quais? 


x 





(a) Hm) = 5 
Solução: Vamos analisar primeiramente o domínio de f(x). Temos que 12 — x £0, 
logo, «+ 0e x 1. Logo, o domínio de fé D;=R— (0,1+ Como f não está definida 


emr=0ex=1,logo, f não será contínua nesses pontos. 
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Por sua vez, dizemos que f possui descontinuidade removível em a quando existe 
E 


= 
possui descontiuidade removível, precisamos verificar se o limite dela quando x tende 


lim f(x), mas f(x) não está definida em a. Logo, para verificar se a função f(x) = 
t—>a 


aos valores em que ela não está definido, existe. 


Assim, calculando o limite quando x tende a 0, temos, 




















ih 
Ban o to q 
Para «x 0 é valido que 
EU 1 
ee Re 
Logo, 
Por outro lado, 
Ch 
1 = 1 = —00; 
a res 
lim f(x) = lim — = +00 
g>1- g51- q2— q 


Logo, lim f(x) não existe. 
1 


Portanto, concluímos que há descontinuidade removível em x = 0, porém não há em 
E 


f(x) = E 


Solução: Vamos analisar primeiramente o domínio de f(x). Temos que x +5 0, logo, 
aq + —5. Logo, o domínio de f é Dp = R — (—5+. Utilizando a propriedade de módulo, 
temos que 








T+5, se 7>-5 


RO 
—x—5, se x< —sS 
Como x = —5 não pertece ao domínio, então f(x) será 
1, se x>-5 
fa) = 


—l, se x< —5 
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Calculando os limites laterais 


ima o) lim 


a —s5+ t>—5— 


Logo, lim f(x) não existe, e portanto, a função não possui descontinuidade removivel. 
t>— 


25) Seja s(t) = t3 4 t2 a função posição do deslocamento de um móvel. 


(a) Encontre as velocidades médias do móvel nos intervalos de tempo At, = ty — to, Ato = 
t-t, Ab=ts-tbeAtu=t-tparato=0,4=05,t=10,t;=15et4=20; 
Solução: Temos que a velocidade média é calculada pela variação de espaço dividida 
pela variação do tempo. 

DAS sto-ast) 


v=— = 
At Ep E 


Para o intervalo Aty; 





o = St) —sCh) — s(0,5)-s(0)  0,875-0 








Para o intervalo Ats; 
s(1)— s(0,5) 2-0,375 
= = = DO) : 
Ee E 1-0,5 E 
Para o intervalo Ats; 
s(1,5)— s(1) 5,625-2 
Us E Ee , m/s 
Para o intervalo Atu; 
DS IR » 
ne ms 





JE = 


(b) Faça uma interpretação geométrica da velocidade instântanea no instante t = 1 usando 
as velocidades médias; 
Solução: Temos que a velocidade média é o coeficiente angular da secante a curva 
em (ty, s(t1)) e (to, s(to)). Sendo assim, pode ser calculada como a varição do espaço 
(As = s(to) — s(ty)) dividido pelo tempo gasto para percorrer essa mesmo distância 
E 

s(ta) — s(ti) 

ot 


UU 
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Quando t, se aproxima de ti, isto é, o intervalo de tempo At tende a zero esperamos que 
a velocidade média aproxime-se de um valor v(t,), chamado de velocidade instatânea. 
Geometricamente, temos que a velocidade instantânea será o coeficiente angular da reta 
tangente no ponto t = tj. 

Logo, a velocidade instantânea em t = 1 é o coeficiente angular da reta tangente ao 
gráfico de s(t) no ponto (1,2). 











Use os resultados dos itens (a) e (b) para estimar a velocidade instântanea em t = 1; 

Solução: Para estimar o valor da velocidade instantânea em t = 1, observe que, pelo 
item (a), esperamos que as velocidades médias nos intervalos de tempo At = |t — 1| 
suficientemente pequenos com (ou seja, quando t tende para 1) “aproximem-se" da 


velocidade instantânea em t=1. 


Usando os resultados do item (b) e a ideia descrita acima, podemos aproximar a velo- 
cidade instantânea em t = 1 pelas velocidades médias calculadas para t suficientemente 
próximo de t = 1. Assim, temos que t, = 0.5 e ts = 1.5 são os instantes mais próxi- 
mos de t = 1. Logo, podemos escolher v, ou vs como uma aproximação da velocidade 


instantânea v(1). Por exemplo, 


ul p= 72h 


Descreva como você pode melhorar a aproximação da velocidade instântanea dada no 
item (c). 

Solução: Podemos melhorar a aproximação da velocidade instantânea v(1) calculando 
velocidades médias para intervalos de tempo At =t — 1, com t > 1, cada vez menores, 


ou seja, para instantes suficientemente próximos de t = 1. 


Por exemplo, subdividindo o intervalo [1,2] em m subintervalos [t;-1,t;| com tamanho 
h=1/nel<i<n obtemos os instantes t; = 1+hi suficientemente próximos de t = 1. 
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As; 
obtemos 


Assim, paran = 10, At;=t;— 1, Ass=s(t;))—-2e vu; : 





















































i 1 2 3 4 o 6 f 8 9 10 
Ei | 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 E 1.8 o 2) 
ta | Qu (0,2 0.3 0.4 0.5 0.6 ET 0.8 co 1) 
As; | 0.541 | 1.168 | 1.887 | 2.704 | 3.625 | 4.656 | 5.803 | 7.072 | 8.469 | 10.0 
v; | 5.41 | 5.84 | 6.29 | 6.76 | 7.25 | 7.76 | 8.29 | 8.84 | 9.41 | 10.0 








O instante mais próximo de t = 1 é ty = 1.1 e, logo, uma aproximação velocidade 
Observe que esta 


instântanea v(1) é a velocidade média v,, ou seja, v(l) = 5.41. 
aproximação é melhor do que a aproximação dada no item (c) 


1 
PBH Considere a função f(x) = — € faça o que se pede: 
di 


(a) Utilizando um aplicativo computacional investigue o gráfico da função f. Depois, faça 


um desenho à mão livre do mesmo gráfico. 


Solução: Esboçando o gráfico da função temos. 





(b) Analise o valor de f(x) quando x se aproxima de O pela direita. O que podemos afirmar 
sobre o valor do limite lim f(x)? 
2>0+ 
Solução: Através da análise do gráfico, quando x tende para zero pela direita, f(x) assume 
valores positivos cada vez maiores, isto é, 


lim f(x) = +oo 


2>0+ 
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(c) Analise agora, o valor de f(x) quando x se aproxima de O pela esquerda. O que podemos 


afirmar sobre o valor do limite lim f(x)? 
Z>0— 


Solução: Através da análise do gráfico, quando x tende para zero pela esquerda, f(x) assume 


valores positivos cada vez maiores, isto é, 


lim f(x) = +oo 


107 
(d) O limite lim f(x) existe? Justifique. 
1 
Solução: Não existe, pois 
lim f(x) = +00 
0 


e não existe um número real finito que atenda a definição de limite, sendo o símbolo +oo 


apenas uma representação para o crescimento da função quando x se aproxima de 0. 


Determine todas as assíntotas (verticais, horizontais e oblíquas) da função f(x) = 
5 








E 
ai 
Solução: Temos que 
3 q12+3 
lm=1+5= sa 0 
E jp 
Assim, calculando o limite 
o +43 
lim 
2>0+ x 


temos que quando x tende a O por valores positivos, o numerador x? + 3 tende a 3, isto é 








E 
lim = +00 
2>0+ MU 
Analogamente, 
E 
lim = — 00. 
20" x 


Logo, x = 0 é assíntota vertical. 
Agora, calculando o limite seguinte utilizando L'Hóspital 
g2 +3 o 2x 


lim = lim 
T==E00 XxX BECO 1 


SE OO 











isto é, o limite não existe e f não possui assíntotas horizontais. 


Para obtermos as assíntotas oblíquas y = ma + h, consideremos 


ES 


lim [f(x) — (mz + h))= lim 


g>oo zoo E 





—(mz+h)|=0 
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onde DE , 
m= lim ne) = lim di = lim Es II 
s>+o0 s>+0o0 g>+oo 27 


Observe também que quando x > —oo, m=1. 


Então, 


-(e+h]-0>4- lim E, 


z—++00 7 


lim 
aee o) 


na 
g 


Logo, a reta y = «x é assíntota oblíqua de f. Veja o gráfico: 








41 


Cálculo | 


Derivadas 





E E Tópicos aBgordados nos exercícios. 


e Definição de derivada; 
e Equação da reta tangente e linearização; 
e Regras de derivação; 


e Primitivação; 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 
e Limite e suas propriedades; 
e Regra de L'Hospital; 
e Regra da cadeia e derivação implícita; 


e Primitiva de uma função; 
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Métodos e Técnicas 


e Nas questões citadas verifica-se o uso correto da regra 
de L'Hospital: 


Exercícios 3.6; 3.8; 3.21 


e Nas questões citadas usa-se a regra da cadeia e/ou 
considera-se y uma função implícita de x: 


Exercícios 3.4(a); 3.4(b); 3.5; 3.7 





e Nas questões citadas efetua-se a primitivação para en- 
contrar o valor da função: 


Exercícios 3.5; 3.7 
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Enunciado dos Exercícios 


Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte 
com velocidade de 10m/s, sua altura, em metros, t segundos 
mais tarde, será dada por s(t) = 10t — 1, 86t2. 


(a) Calcule sua velocidade média nos intervalos de tempo 
[2; 2, 2), [2;2,1], [2;2,01] e [2;2,001]; 


(b) Defina velocidade instantânea; 


(c) Estabeleça uma estimativa para a velocidade instantá- 


nea em t=2s. 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou 
falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa dê um contra- 
exemplo. 


(a) Se lim f(x) = L então f(c) = L; 


TC 


(b) Se f é uma função derivável em x = centão f é contínua 


em 7 =c; 


(c) O coeficiente angular da reta tangente ao gráfico 


da função derivável f no ponto (a, f(a)) é dado por 
F(a + Ax) — f(a) 
NE 


(d) A função f(x) = |x| é contínua e derivável em x = 0. 


x? 2 
FE) Verifique que a reta ne à elipse — + = = 
ponto (x9,%) possui equação => + mo z e 
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Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique; se 
for falso explique ou dê contra-exemplo. 


(a) A derivada de uma função par é sempre par; 
(b) A derivada de uma função ímpar é uma função par; 
(c) A função 
6) e 
asen|—) se q E 
o z 
se 
é contínua em x = 0, mas não é derivável em x = 0. 


(d) Na Física, a velocidade média é uma aplicação do con- 
ceito de derivada. 


Um funil cônico tem diâmetro de 20 cm, na parte su- 
perior e altura de 30cm. Se o funil é alimentado à uma taxa 
de 2,51/s e tem uma vazão de 500 cm? /s, determine quão ra- 


pidamente está subindo o nível da água, quando esse nível é 
de 22,5cm. 


Considere os seguintes limites: 


(6) lim SMT OS (tim ( oe o) 


20 x3 cdi lg-—l! Ing 





(iii) lim cos x sec 5x 
GU 
(a) Verifique em quais dos limites acima é possível utilizar 
a regra de L'Hospital e justifique sua escolha em cada 
um deles; 


(b) Calcule os limites acima. 


Uma pipa a 40m acima do solo move-se horizontal- 
mente a uma velocidade de 1,5m/s. A que taxa decresce o 
ângulo entre a linha e a horizontal depois de 100m de linha 
serem soltos? 
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Calcule os seguintes limites: 
o yY-3+y 
(a tim o 
v>+o y — y+2 


El 
O o 


: lh/22 
(c) lim (cos) 


1 tgw 
li pes 
Canas (=) 


Sobre o Teorema do Valor Médio, faça o que se pede: 
(a) Enuncie o Teorema do Valor Médio. 


(b) Explique as interpretações geométrica e cinemática do 
Teorema do Valor Médio. 


(c) Determine os valores c € (a,b) tais que 


F(b) — Ha) 


pto= DE 


1! 
em que f(x) = o a=-3eb=-1. 


Determine os extremos absolutos, caso existam, da 


t 7 
função f(t) = t+cotg [ = ) no intervalo e E 

2 4º 4 
Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras 
ou falsas. Se for verdadeira, explique. Se for falsa, dê um 


contra-exemplo. 


(a) O máximo de uma função que é contínua num inter- 
valo fechado pode ocorrer em dois valores diferentes no 


intervalo; 


(b) Se x = c é um número crítico da função f, então tam- 
bém é um número crítico da função g(x) = f(a — k) 


com k uma constante; 
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(c) Se o gráfico de uma função polinomial intercepta o eixo 
ax em três pontos, então ele deve ter pelo menos dois 
pontos nos quais a reta tangente é horizontal; 


b— a 
di SeD<a<bentãovD- ja<- — 
(d) Se a< bentão va No 


Às 8 horas, um trem começa a se deslocar para per- 
correr um trajeto de 600 Km. O trem chega ao seu destino 
às 11h30min. Explique por que existem pelo menos dois ins- 
tantes durante o trajeto em que a velocidade do trem é de 80 
Km/h. 


Para os itens (a) e (b), use o gráfico de f” para (i) 
identificar o(s) intervalo(s) para os quais f é crescente ou 
decrescente; (ii) estimar o(s) valor(es) de x tais que f atinge 


um máximo ou um mínimo. 


(a) 
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BR 


(a) Dê exemplo que uma função f que não tem ponto de 
inflexão em (c, f(c)), mas f”(c) = 0. Esboce o gráfico 
de f: 


(b) Verifique que o polinômio cúbico p(x) = axº + ba? + 
ca + d tem exatamente um ponto de inflexão (x9,Y0) 


com 
= b . 
On 
Db be 
Yo — Sr 


Determine os intervalos de crescimento e decresci- 
= x 3 
mento da função f(x) = ——— e determine seus extremos 
T+. Ge 
locais, caso existam. Lembre de justificar a classificação dos 


extremos utilizando os resultados aprendidos. 
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Broron [515 Estude a concavidade da função da questão anterior, 


determinando os pontos de inflexão, caso existam. 


Considere uma folha de papelão retangular medindo 


0000 
um metro de comprimento por oitenta centímetros de largura. 
Retirando dos quatro cantos um quadrado de lado x, deter- 
mine o valor de x de modo que tenhamos uma caixa, obtida 
quando dobramos os lados já com os quadrados retirados, de 
máximo volume. 
eiojoi 51º Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se 
for falso, explique ou dê um contra-exemplo. 
(a) Os pontos de inflexão de uma função contínua sempre 
são as raízes da segunda derivada; 
(b) Nem todo ponto crítico é extremo local. 
(c) O Teste da Segunda Derivada nos mostra como deter- 
minar os pontos de inflexão de uma função; 
(d) O Teste da Segunda Derivada é inconclusivo em um 
ponto p no domínio de uma função f se f”(p) = 0. 
.... EERER Considere a função: 9(x) = 2º + 2º. 


(a) Determine o domínio de q; 
(b) Verifique se g é par ou ímpar; 


(c) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento 
de g, bem como os seus extremos relativos, caso exis- 
tam. Justifique a classificação dos mesmos utilizando 
o Teste da Primeira Derivada ou o Teste da Segunda 
Derivada. 


(d) Estude a concavidade de g e seus pontos de inflexão, 


caso existam. 
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(e) Calcule os limites 


lim g(x) e lim g(x) 


a—-oo L—>— oo 


e as assíntotas de g, caso existam. 


(f) Determine as raízes e o ponto de intersecção de g com 


o eixo y. 


(g) Utilize as informações dos itens anteriores para esboçar 
o gráfico da função q. 


Dois corredores de largura 3m e 1,5m, encontram-se 
em ângulo reto como indica a figura abaixo: 


3m 


Seja ? o comprimento máximo de uma viga que pode passar 


horizontalmente de um corredor para o outro. Determine o 


valor de (. 
E: =” 1 
Esboce o gráfico da função f(x) = x-—--—e 
ar 
g(x) = x Inx?, indicando seus respectivos domínio, sime- 


tria, intersecções com eixos coordenados, intervalos de cresci- 
mento /decrescimento, concavidade, extremos locais, pontos 


de inflexão e assíntotas, quando existirem. 


Cada um dos itens abaixo possui o gráfico de uma 
função posição s = f(t) de um corpo que se desloca ao longo 
de um eixo coordenado. Para cada um deles, determine: 
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(1) O instante t aproximadamente, se houver, em que o 
corpo apresenta velocidade e /ou aceleração igual a zero. 


(TI) Os intervalos aproximados em que o corpo se move para 


frente ou para trás. 


(TI) Os intervalos aproximados em que a aceleração foi po- 


sitiva ou foi negativa. 


(a) 


s= ft) 
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3.23 
(a) Defina primitiva de uma função contínua f. 


(b) Em cada item abaixo, serão dadas duas funções F(x) e 
f(x). Utilize as técnicas de derivação para verificar se 
a função F é uma primitiva da função f 


MR se 


(1) F(x)=2!-303) +7+2e f(x) = 40º —- 372 41; 


(4x — 7)$ 

12 

cos(3x — 5) 
3 


CU a) = +5e f(x) = (4x — 1)?; 


(IV) F(x) = 2 — e f(x) = sen (3x — 5). 


92 





SucestôÔ es 


Use a definição de velocidade 
instantânea. 


Use uma função por partes 
como contra-exemplo. 


FEED Derive implicitamente a equa- 
ção da elipse. 


FER] Lembre que uma função é 
par se f(-x) = f(x) e é impar se 


Fx) = — fla). 


Use semelhança de triângulos 
para relacionar raios e alturas. 


FEHO Verifique se há indeterminação 
do tipo 0/0 ou 00/00. 


Use a definição de cosseno e 
teorema de Pitágoras no triângulo re- 


tângulo que representa a trajetória da 
pipa. 


RH reco 


(cos z) 


tgw 
(3) = mena) 
Ww 


FER Aplique diretamente o TVM. 


ja — ez In(cosz) 


Encontre os pontos críticos 
: mim 
que pertençam ao intervalo G | 


qe 
fazendo f'(t) = 0. 


Tome 


euseo TVM. 


Use o TVM. 


Lembre-se que f é crescente nos inter- 
valos em que f” > 0 e decrescente nos intervalos 
em que f' < 0. 


Faça p“(x9) = 0 e use o teste da se- 
gunda derivada. 


Identifique as restrições no domínio de 
f e estude o sinal de f”. 


Estude o sinal de f”. 


Considere x a altura, 100 — x o com- 
primento da base e 80 — x a altura da base da 


caixa. 
Use x e x como contra-exemplo. 


Estude o sinal de f' e f”. 


Considere dois triângulos retângulos 
cuja soma de suas hipotenuas é o comprimento 


e 


Analise as restrições no domínio de f 
Eloa 


| 3.22 | Lembre-se que a função posição é a pri- 
mitiva da função velocidade, e por sua vez, a 
função velocidade é a primitiva da função ace- 
leração. Estude o sinal destas funções. 


EERER Derive 7 (7). 
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Respostas 





Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velocidade de 10m/s, sua 
altura, em metros, t segundos mais tarde, será dada por s(t) = 10t — 1, 86t2. 


(a) Calcule sua velocidade média nos intervalos de tempo [2; 2,2], [2;2,1], [2;2,01] e [2;2,001]; 
Solução: Temos que a velocidade média é calculada pela variação de espaço dividida 
pela variação do tempo. 


tp — ti; 
Onde: 
tf - tempo final; 


t; - tempo inicial. 


Para o intervalo [2;2,2] 


EN = SE 2D-S2) 12 E 
pec nr m/s. 
EA DE Es 





Para o intervalo [2;2,1] 


Sen s0) ones 











E a =92,374 m/s. 
Hi MES 21-92 dra 
Para o intervalo [2;2,01] 
S(2,01)- S(2) 12,5854— 12,56 

Mr 201-2 2,01-2 A Ani 

Para o intervalo [2:2,001] 
2.001) - S(2) 12,5626- 12 
v, = SE 00 -—S(2) 125626 -12,56 


Qui = Cs 


(b) Defina velocidade instantânea; 
Solução: A velocidade instatânea será obtida quando a diferença entre o tempo final e 
o inicial tender a zero, assim, At = tp — &; > tp = tp AL. 


am S(t; + At) — S(t;) 
At>0 At 


4 


(c) Estabeleça uma estimativa para a velocidade instantânea em t = 2s. 
Solução: Calculando a velocidade instantânea em t; = 2, temos que 


S(t; + Ab) — S(t)) 





Vinst = uu At 
E di S(2 + At) — S(2) 
Ats0 At 
: 10(2 + At) — 1,86(2 + At)? — 10.2 + 1,86 - 22 
= lim 
At=s0 At 





- 10At-—1,86-4At+ 1,86At 
= lim 
At=s0 At 


= lim 10-1,86-4+1,86At 
At>0 


= 2,56 m/s 


Logo, a velocidade instantânea em t = 2 é Vinst = 2,56 m/s. 


[32 Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, 


explique. Se for falsa dê um contra-exemplo. 


(a) Se lim f(x) = L então f(c) = L; 
TC 
Solução: Falso! Podemos definir uma função f(x) dada por 


z, se xl 
Fa) = 
o 


sen] 


Graficamente, temos 


do 











Assim, 


lim ft = lim = 1 
Eee E e 


Porém, f(1) = 2, logo, a proposição é falsa! 


Se f é uma função derivável em x = c então f é contínua em x =c; 
Solução: Verdadeira, é um teorema do cálculo. 


O coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função derivável f no ponto (a, f(a)) 


fla + Ax) — fla) 


a 
Solução: Falso! A equação é usada para encontrar o coeficiente angular da reta secante 


é dado por 


que passa por (a, f(a)) e (x, f(x)), pois Ar=z—-a > 1 =a+ Az, então 


Fla + Av) — Fa) Ha) — fa) 


Agx v—a 





= ns 


A função f(x) = |x| é contínua e derivável em «x = 0. 


Solução: Falso! Observe que f é contínua em x = 0, pois pela definição de módulo, 


temos que 
qo serem 
[x] = 
—x, se x<0 
Logo, 
h = = =), 
Jim f(0) = lim f(x) =4(0)=0 


Mas, f não é derivável em x = 0. De fato, seja 


F'(a) =. him Ha h)— Ha) 


h=0 h 
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Assim, 


E mese AO 
f(0) = lim 


lh] 


Fazendo g(h) = q usando a definição de módulo obtemos 


h, se v>0 
lh| = 
—h, se x<0 


Como h = 0 não está no domínio de g(h), então 


1, se vx>0 
, Se x<0 


Calculando os limites laterais encontramos que 


mah = din = 


h=0+ h=0+ 


li h) = lim —1=—1. 
a a 


Como lim g(h) £ lim g(h) concluímos que lim g(h) não existe. Portanto, f não é 
h=>0+ h=50— h—>0 


derivável em x = 0. 


2 2 


% - 
HF) Verifique que a reta tangente à elipse + E = 1 no ponto (x9,%y) possui equação 
a 
Tot | Yoy 
q + Sl 


Solução: Lembrando inicialmente da equação geral da reta, temos que 
y— yo =m(z — 0) 


Analisando a questão, observamos que já é fornecido um ponto genérico (x, yo), logo, será ne- 
cessário apenas encontrar o coeficiente angular da reta tangente no ponto dado. Relembrando 
que a derivada é o coeficiente angular da reta tangente em um ponto (x,y) pertencente ao do- 
2 
mínio da curva, basta derivarmos a função y = y(x) definida implicitamente por — + E di 
a 
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Utilizando derivada implícita, 


de ap d 
= (E+5) é 


Mad E d /y 
= (5) +a (6) = 


21  2ydy 0 
a bdr 
2ydy 2x 
bro Da 
dy ba 
dx a2y 
A bixo dai aa T 
Logo, m em (x9,Y0) é dado m = ———. Substituindo na equação da reta, 
a2yo 
yY—-y = m(x—zo) 
Ego, ) 
— = —>—(1—2 
Y— Yo ao 0 
voly — Yo) E. To(x — Lo) 
b2 s a? 
um O = BO 
gr 
Ra 
Note que para um ponto (%x9,y) pertencente à elipse, A + E = 1. Logo, 
Tot | Yoy 1 
a o 


Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique; se for falso explique ou dê contra- 
exemplo. 


(a) A derivada de uma função par é sempre par; 
Solução: Falsa! Pela definição, uma função é par se f(x) = f(—x). Podemos, por exemplo, 


utilizar a função par igual a f(x) = «2. Derivando, encontramos que f(x) = 2x, que por sua 
vez é uma função ímpar. 


o8 


Podemos explicar utilizando a regra da cadeia. Como já dito, uma função é par se f(x) = 
f(-z). Logo, 
Pl =[1-0) 


Partindo disso, podemos utilizar a regra da cadeia, assim, 


a) = [P(-m)-a) = —f(-2) 


Logo, concluimos que a derivada de uma função par é uma função impar, pois, 
=f(a) = f(-2) 


ou seja, a derivada de uma função par será sempre ímpar. 


(b) A derivada de uma função ímpar é uma função par; 


Solução: Verdadeira! Uma função é dita ímpar se f(x) = —f(-x). Partindo disso, 


Utilizando a regra da cadeia, 
[fim] = [57 (caia) = (co) 


Logo, a derivada de uma função ímpar é par. 


(c) A função 


1 
Ha) = x sen (=) se x%0; 


O se v=0. 


é contínua em x = 0, mas não é derivável em x = 0. 
Solução: Verdadeira! Uma função é contínua em x = a se 


lim f(x) = f(a) 


x>a 
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Primeiramente precisamos mostrar se a função é contínua em x = 0, para isso, vamos calcular 
o lim f(x). 
v>0 


1 
linarfio) = lim q sen (=) 


20 J 


1 
—1 <sen (=) en 
E 


Multiplicando por x em todos os termos, temos 


1 
—x < xsen (=) SS ah 
Lx 


Por sua vez, temos que 


Logo, pelo Teorema do Confronto, 
lim fg) E = 
a x ag x sen 


Logo, a função é contínua em x = 0. Precisamos agora verificar se a função é derivável em 


x = 0. Para isso, utilizaremos a definição. 


Ro esp OO) 
O = Di ei 


1 
Como o limite lim sen (5) não existe, logo, f não é derivável em x = 0. 
—Ss 


(d) Na Física, a velocidade média é uma aplicação do conceito de derivada. 


Solução: Falsa! Seja «x = f(t) uma equação horária do movimento de uma partícula sobre 





a reta real x. Então f(t) descreve a posição da partícula no instante t, para cada t ER. Da 
Física, sabemos que a velocidade média de uma partícula entre os instantes to e t é dada 
pelo quociente da distância percorrida pelo tempo decorrido, isto é 


distância percorrida f(t) — f(to) 
tempo decorrido t-to 
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e a velocidade instantânea da partícula no instante to é dada por 


v(to) = lim Ht) — Hto) 


t5to at) 


Logo, a velocidade instantânea é o limite, quando t — to, das velocidades médias da 
partícula entre os intantes to e t. 


[555 Um funil cônico tem diâmetro de 20 cm, na parte superior e altura de 30cm. Se 
o funil é alimentado à uma taxa de 2,51/s e tem uma vazão de 500 cm?/s, determine quão 


rapidamente está subindo o nível da água, quando esse nível é de 22,5cm. 


Solução: Considere a figura abaixo: 


Por semelhança de triângulos, temos 





» 10, h 
ho a 
Logo, 
mr2h  mh? dV  mh? 
o q Ce or 
Por outro lado, 
dV 


ag — (2500 — 500) em? /s = 2000 cmê /s. 


Então, como V(h) = V(h(t)), segue da regra da cadeia que 
dv dVdh lê dh 
dt dhdt 9 dt 

isto é, 


dh 9 dV 


dt  mh2 dt 
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Quando h = 22,5 cm, 


dh 9 


GE TOP - 2000 = 11,32 cm/'s. 
n , 


555) Considere os seguintes limites: 





a AS CUMiDO cuasad x 2 VE 
(1) lim 3 (ii) lim (ms) (iii) o o Sec o 


(a) Verifique em quais dos limites acima é possível utilizar a regra de L'Hospital e justifique 
sua escolha em cada um deles; 


Solução: Para verificarmos quais dos limites acima é possível utilizar a regra de L'Hospital, 


: E ae O 00 
precisamos mostrar se aparecem as inderterminações do tipo 0 ou —. 
00 


(i) senhg — q 
a o x3 


Seja f(x) = senhz — x e g(x) = xê. Calculando o limite, temos que 


E a E E =]; 3. 
e DA O A 
- senhx—g 0 a é : Em ; i 
Logo, lim a li ou seja, é possível utilizar a regra de L'Hospital. 
Lo bs, 





Rodes x E 
ut (==) 


Seja 





ds eae] 


glnx—2(x—l) 


(x — Dln x 
= ln p= 2542 
(x— ln x 
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Fazendo f(x) =zlInzx-—-2r+2eg(x)=(x-1Ilng, 


lim Pa) = lim (a Inz-272+2)=0 e lim g(x) = lim[(z — Dln x)=0 
q 


2>1 2>1 t>1 





2 0 
Logo, lim E ee , Ou seja, é possível utilizar a regra de L'Hospital. 
sollrz—l Ing 0 


(iii) lim cos x sec 5x 


PE ii 
153 





Seja h(x) = cos x sec 57 = CET Fazendo le) cos regia) = cdr, 
% 
lim f(x)= lim cosz=0 e lim g(x)= lim cos5z=0 
12" 12" > 50 151" 


0 
Logo, lim cos x sec 51 = HE ou seja, é possível utilizar a regra de L'Hospital. 
Cd 


(b) Calcule os limites acima. 


Solução: 
(i) senhz — x 
É o x3 


Aplicando a regra de L'Hospital, temos que 


senha — x - (senha — x) 
m ——— = lm>————+ 
20 g3 20 (a)! 
coshz — 1 
o 20 3x2 


0 
o|* 
; ' ; ; US a O ; : : 
Verifica-se que ainda existe a indeterminação do tipo 0 logo, aplica-se a regra de L'Hospital 


novamente. Assim, 





senha — q - (coshaz — 1) 
nim 
E) x3 2>0 (e! 
- senhg 
= lim 
20 6x 


| 
e Ed 
SIS 
LE 


63 


: à ; e 0 : j 
Como ainda existe a indeterminação do tipo 0 logo, aplica-se a regra de L'Hospital novamente. 








Logo, 
- senhx—z - (senhx) 
fm int 
20 x3 20 (6x)! 
cosh x 
= lim 
20 6 
Logo, 
| senhy — x + cosh x = 
o x3 a E 6 “6 








. E » o vlnar-—-Zr+?2 

lim —— |) =lm > —————— 

gol lx—l Ing 21 (x— 1)ln x 
Aplicando a regra de L'Hospital, temos que 


. enz-2r+2 - (vngx—-22+42) 
lim >——————— = lm >————— + 
o (v—-Dlng 51 [(x— 1)ln x)! 
nr+a(i)-—2 
>> 
SA Inc (=) 
nr 
im ——— 
sllnag+l-d 


E fe! 
o | 
: : na CTA af 
Analisando, percebemos que quando x tende para 1, obtemos a indeterminação do tipo 0 


não sendo mais possível utilizar a regra de L'Hospital. Para resolver, utilizaremos os limites 
laterais. Assim, 





Inx-—1 
ma [DO 
a modos 
Inx-—1 A 
im —————— =+o00 
e51- In rx +1-— õ 
e ida Se Da y 2 de als 
Como os limites laterais são diferentes, lim — —— | não existe. 
liz—l Ing 
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(iii) lim cos x sec 5x 


= 
ad 








Seja 
E . cos x 
lim cos zsec 5x = lim 
p= 2>E- COS 51 
Aplicando a regra de L'Hospital, temos que 
cos x (cos) 
z>E- Cos 51 2—E- (cos 57)! 
—sen x 


= dm ———— 
2>E- —o sen dx 


sen x 





mm 
2>3- à sen dx 


Logo, : 
: À sen x 
lim cos «sec 5x = lim = — 





Uma pipa a 40m acima do solo move-se horizontalmente a uma velocidade de 
1,5m/s. A que taxa decresce o ângulo entre a linha e a horizontal depois de 100 m de linha 


serem soltos? 


Solução: Considere a figura abaixo: 


40 








Note que 
z L 
cos0 — — <> 0 — arecos (=) À 
Ss s 


Como s? = x? + 402, escrevemos o ângulo 0 = 0(t) em termos de x = r(t): 
e] 
= arccos [| == ). 
V'22 + 402 
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Então, utilizando a regra da cadeia temos que 


do dô dx 
E (3) 


Por outro lado, 








Vx2 + 402 


- . o - : j (uz) 


2x 

. pr our 
x? (4/22 + 402)? 
Do RARE 

VER 

40 

40 
“q2+40% 





(22 + 402)/224102 





q LAG = 7º | 


Substituindo em (3), 
do 40 da 


dt 24402 dt 
d 
Logo, quando v = = = 1,5m/se s = 100m => x = 1002 — 402 = 20/21 m, segue que 
do 40 
dt (20/21)2+402 


é a taxa que o ângulo decresce. 


-(1,5) = —6- 107“ rad/s 


[555 Calcule os seguintes limites: 


4 2 
—3 
(a) lim yo ty 
y>+oo hs —y+2 
Solução: Temos que 


, ( 3,4 
ra SUN ONE PO eai ES SUR si na 
im a ro Clin SC dim gy oo: 
y-++oo Uy —y+2 y>-roo 3 1 2 Zoo 
ru 
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Outra maneira de calcular este limite é utilizando as regras de L'Hôspital sucessivamente 
ai ; ass so DO 
até eliminar as indeterminações do tipo —. De fato, 
9,9) 


E ie del  4P-6y+1 
lim >>> = lim 
y>-+oo e — y+2 y>-+o0 Sue —1 
19 -6 
= lim 2 — 
y>too — 6y 
24% 
= lm — 
y>+oo0 6 


et 


lim —& 
Para (t— 5)3 


Solução: Note que quanto t — 57, isto é, t se aproxima por valores a direita de 5, O 


(b) 


numerador tende ao número e”. Por outro lado, a diferença no denominador t — 5 tende 


a O por valores positivos. Logo, 


et 


aa cdo qee 
ea (t— 5)3 Raso 


: 1/22 
(c) lim(cos z) 
Solução: Note que 


2: 1 
(cos z)!/ a e 3 In(cos 2) 


Assim, podemos escrever 


lim (cos are = lim elln(cosz)/2?) 
z50 20 


1 
Seja g(z) = aaa e f(g(2)) — e) podemos usar a continuidade de f e escrever 
Z 
lim(In(cos 2)/z? 
lim(cos au? = elin(cosz)/2?) = Ea ( )/ ) (4) 
2>0 a) 
Como 


2>0 2? 


té 5]: 
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aplicamos a regra de L'Hôspital e calculamos o limite 


fim !N(cos 2) — tm SUz 


250 22 250 22 COS 2 


1,. senz ) 1 
= —— (lim ) lim 
DEN On 250 COS Z 











Logo, substituindo este resultado em (4), segue que 


1 
lim(cos2)M” =eM2 = —. 
250 e 


1 tgw 
li no 
fl, (=) 


Solução: Note que 


Assim, podemos escrever 


1 
Seja g(z) = tgwln (=) e f(g(2)) — e), podemos usar a continuidade de f e escrever 
w 


w=>0+ À wW 


E E (5)) (6) 


Agora, reescrevendo este último limite temos 


E 1 : 
lim tgwln (=) = lim — + 
w0+ Ww w0+ 


oo 
tgw 
aplicando L'Hôspital 
w 

| = a cost wtgZw [0 

= im tl 

w>0+ seclw — w50+ w 0 

tg? w 
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aplicando L'Hôspital novamente 


(—-2 sen w)(cos w) (tg? w) — (cos? w) (2 tg2w)(sec ww) 








= lim 
w—0+ 1 
— (-2sen0)(cos0) (tg?0) — (cos? 0) (2tg?0) (sec 0) 
o 1 
=D) o 


Logo, substituindo este resultado em (5), segue que 
1 tgw 
lim (=) ==1. 
w>0+ À wW 


[55] Sobre o Teorema do Valor Médio, faça o que se pede: 


(a) Enuncie o Teorema do Valor Médio. 


Solução: Seja f uma função definida e contínua em um intervalo fechado [a, b], derivável 


nos pontos internos. Então existe pelo menos um ponto c, compreendido entre a e b, tal 


que 


F(b) — Fla) = H(c)(b — a). 


(b) Explique as interpretações geométrica e cinemática do Teorema do Valor Médio. 


Solução: Interpretação Geométrica: Este teorema diz que se s é uma reta passando 


pelo pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), então existirá pelo menos um ponto (c, f(c)), com 


a<c<b, tal que a reta tangente ao gráfico de f, neste ponto, é paralela à reta s. 


bi 
Como dido é coeficiente angular de s e f(c) o da reta tangente t, 
Psi) 
eapeqs sONE 


NU) 
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Interpretação Cinemática: Agora, suponhamos que uma partícula move-se em uma linha 

Hb) — Ha) 
RE 

os instantest = aet=b. O 'TVM nos diz que se f for contínua em [a,b] e derivável em 


reta com uma função posição s = f(t). Assim, será a velocidade média entre 


(a,b), então tal velocidade média será igual à velocidade instantânea da partícula em 


algum instante t = centre a e b. 


(c) Determine os valores c € (a,b) tais que 








pra do dog 
F (c) E b-a 
j 
em que f(x) = Es —3eb=-1. 
Solução: Note que 
2 
f(x) = 7 
e que 
; 2 2 
; 2 
Então, 
ndo a E E 
2 
Bo Runs 
E É 
1 
o pe 
E Er 27 
Ea -274+1 
So ur 
2r 
3 — — Li 
Cc = É 6 
== PA 
c 2 26 
EE 
V13 
Logo A e (-3,-1) 
E ? 13 9) e 


TO 


) . 5 t 
Determine os extremos absolutos, caso existam, da função f(t) = t + cotg (5) 
o intervalo |Z ir 
no mmterv a ep 
Ar 


Solução: Os candidatos a pontos críticos de f são as raízes da equação 


1 t 
Po ds 5 cossec” (5) = 


Ê Tim 
que pertençam ao intervalo E | 


4 
Assim, 
1 t 
ifa= a cossec” (5) = 0 
t 
2! 
E 
cossec (5) 
t 1 
2: E = E 
é (8) =! 
t V2 
sen [-) = + 
2 ) 
t qua 
—- = arcsen | — 
2 Z 


Finalmente, para achar os extremos absolutos de f, devemos calcular e comparar seus 
T Tm 
4º dl 


m ST à : 
valores no ponto t = 7 no ponto t = o e nas extremidades do intervalo 
(q) = qtos (5) 3,2 
Hgo Te a E a 
Mm mM a 
Ee P122,6. 
a) rea (o E 


37 37 37 
= ss 
(5) o toe (7) Da 
Tm Tm Tm 
= a == E 
(E) Tt cotg (57) À 


Da comparação desses valores, concluímos que a função dada assume seu máximo absoluto 


õ 
> em t= E e o mínimo absoluto 2,6 em t = 7 Veja no gráfico abaixo: 


et 








I 
I 
I 
I 
I 
I 
| 
| 
I 
| 
| 
| 
I 
I 
I 
! 
m 
4 


NIat 


[5] Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Se for verdadeira, 


explique. Se for falsa, dê um contra-exemplo. 


(a) O máximo de uma função que é contínua num intervalo fechado pode ocorrer em dois 
valores diferentes no intervalo; 
Solução: Verdadeira! Seja f uma função contínua em [a,b) C Dr e x E [a,b). 
Dizemos que f(x9) é valor máximo de f em [a,b] se f(x) < f(xo) para todo x em 
la, b], e, que f(x0) é valor mínimo de f em [a,b| se f(x) > f(xo) para todo x em [a,b]. 
Em outras palavras, este teorema (chamado de Teorema do Valor Extremo) garante a 
existência dos valores extremos, mas não sua unicidade. Tome como exemplo a função 
f(a) = sen (x) definida no intervalo [0, 37). Observe no gráfico que f possui mais de um 


valor máximo. 











(b) Se x = c é um número crítico da função f, então também é um número crítico da função 


g(x) = f(x — k) com k uma constante; 


ee 


Solução: Falsa! Se x = c é um número crítico de f, então f'(c) = 0. Assim, tomando 
9 (x) = f(x — k) 
temos que 


g(J=f(c-k) £0= fc). 


Como contra-exemplo, podemos considerar as funções f(x) = 72 e g(x) = f(x — 2) = 
(a — 2)2. Observe que 
riog=m=0>4=0, 


isto é, x = O é número crítico de f. Mas 
ge) 2)- 0542 
isto é, x = 2 é número crítico de g. 
Se o gráfico de uma função polinomial intercepta o eixo x em três pontos, então ele deve 
ter pelo menos dois pontos nos quais a reta tangente é horizontal; 


Solução: Verdadeira! Se f é uma função polinomial, então é contínua e derivável em 
todo seu domínio. Sejam a,b,ce D;, 0O<a<b<c,tais que f(a) = f(b) = f(c) = 0. 

Como f é contínua no intervalo [a,b), derivável em (a,b) e f(a) = f(b) = 0, segue 
do Teorema de Rolle que f'(d) = 0, isto é, existe pelo menos um d € (a,b) em que a 


tangente é horizontal. 


Analogamente, considerando o intervalo [b, c| e aplicando o Teorema de Rolle, temos que 
f'(e) = 0, isto é, existe pelo menos um e € (b,c) em que a tangente é horizontal. 





b— a 
Se0<a<bentão vb— va < R 
va MO 
Solução: Falsa! Como O <a < b, podemos escrever: 
b — 1 
vb — va sda DSR (6) 
b—a 24/02 


Nestas condições, tomando um intervalo [a,b] da função f(x) = x, podemos aplicar o 
TVM. Assim, 
HO-fa) db-va a 





is b—a b—a PIVA 
Então, 
Ho < 
2/2 
1 1 
ae * wa 
Ecs (7) 
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Dessa forma, para encontrar um contra-exemplo, basta definir um intervalo [a, b| tal que 
c E (a,b) não satisfaça (7). 


1 
Logo, tomando a = 3 e b= 1, temos que 


1 
Gs O 
b— E 242 
2 
o que contradiz a inequação (6). 


Às 8 horas, um trem começa a se deslocar para percorrer um trajeto de 600 Km. 
O trem chega ao seu destino às 11h30min. Explique por que existem pelo menos dois instantes 
durante o trajeto em que a velocidade do trem é de 80 Km/h. 


Solução: Seja a função posição s(t) contínua no intervalo [0;3,5] e derivável no intervalo 
(0;3,5), temos que a velocidade média do trem é dada por: 


s(3,5)— s(0)  600—0 
Bo as) 





= 171,43km/h. 


Pelo TVM , existe algun instante t E (0;3,5) tal que s'(t) = 171,48. 


Considerando o intervalo [0,t], 0O<t < 3,5, tal que 


s(t) — s(0) 


= 80 > s(t) = 80t. 
o = s(t) 


Então, pelo TVM existirá um instante t = c, tal que s'(c) = 80. 
Analogamente, considerando o intervalo [t; 3,5], tal que 


s(3,5)— s(t) 600 -— s(t) 
= = 80= s(t) = 80t + 320. 
Bea 35-£ aco TE 





Logo, s'(t) = 80. 
Para os itens (a) e (b), use o gráfico de f' para (1) identificar o(s) intervalo(s) para 


os quais f é crescente ou decrescente; (ii) estimar o(s) valor(es) de x tais que f atinge um 


máximo ou um mínimo. 


T4 





Solução: 
(i) Podemos estudar o sinal de f” analisando cada intervalo do gráfico. Assim, obtemos 


a seguinte tabela: 





(-00,0)U(1,+00) | ! >0| fé crescente 





(0,1) f'<0 | f é decrescente 

















(i) Note que f>0paraz<0equef'<O0OparaO<a<a1. Logo, f tem ponto de 


máximo em x = 0. 


Observe também que f'< O para0<xy<1lequef'>0parax> 1. Logo, f tem 


ponto de mínimo em x = 1. 


To 





Solução: 


(1) Estudando o sinal de f”, analisando cada intervalo do gráfico, temos que: 





(-00,-DU(0,1) | f'>0| fé crescente 





(-L,OU(I,+o0) | f'<0 | f é decrescente 

















(ii) Note que para x < —1 tem-se f'>0,e, para -1< xy <0tem-se f'<b0. Logo, f 
tem ponto de máximo local em x = —1. 
Para-l<a<Otem-se f'<0,e, para0<a<l1tem-sef > 0. Logo, f tem ponto de 


mínimo local em x = 0. 


E para0<a<1tem-sef'>0,e, parax > 1 tem-se fº< 0. Logo, f tem ponto de 


máximo local em g = 1. 


TG 


RE 


(a) Dê exemplo que uma função f que não tem ponto de inflexão em (c, f(c)), mas f”(c) = 0. 
Esboce o gráfico de f: 


Solução: Considere a função f(x) = x!. Temos que 
Piu Go 0a) 
isto é, (0, f(0)) = (0,0) é ponto crítico. 


Note que ! <0Oparar<0equef>0parazx > oO, isto é, f tem ponto de mínimo em 
p= (0), 


Mas, tomando a segunda derivada f”(x) = 1212, observe que f”(0) = 0. 


Veja o gráfico: 


Ha) = 








(b) Verifique que o polinômio cúbico p(x) = axº + ba? + cx + d tem exatamente um ponto 
de inflexão (xo9, 0) com 


Ros aa 
2h” be 
W=5m0" 9974 


Solução: Calculando a primeira derivada obtemos: 


p'(x) = 307º + 2br + c. 


a 


Calculando a segunda derivada obtemos: 
p"(x) = Gax + 2b. 
Fazendo p”(x9) = 0, temos que: 


b 
Gaxo+2b=0S%7=—-—. 
3a 


b 
Note que p“(xo) < O para x) < ——, e, que p“(xo) > O para 79 > RE isto é, 
a 


3a 


p(x) é côncava para baixo no intervalo (5. 5) e côncava para cima no intervalo 
a 


so +00 
3a” 


Logo, xo = a é ponto de inflexão. 
a 
Além disso, 
b DR Bra b 
e q a 
ab? bB be 


= +-—.——+d 
2Ta? ii a? Ja Ei 
o =96º E S0b” be ii 
= 2Ta? 3a 
2h be 
| 
27a2 3a dj 


= o 
como queríamos. 
Ep 


S—— € 
o a T2 +22 
determine seus estremos locais, caso existam. Lembre de justificar a classificação dos extremos 


Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da função f(x) = 


utilizando os resultados aprendidos. 





Solução: Temos que Dp = (z E R|[1%0,a4 5 —2:. Assim, calculando a primeira derivada, 


temos que: 


1.(02 +27) - x-(27+2) A 


ft (x2 + 29)? GR (2420) 





Note que os termos x? e (x? + 2x)? são sempres positivos. Assim, para todo x € Dy, 
o sinal de menos define que f'(x) < O, isto é, f é estritamente decrescente no intervalo 
(—-00, - 9 U(-2,0)U (0, +oo). 
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Estude a concavidade da função da questão anterior, determinando os pontos de 
inflexão, caso existam. 


Solução: Calculando a segunda derivada, temos que: 


—2x-(124+27)2—- (-22)-.[2- (12427) - (20 +2)] 


Rs (x2 + 2x)! 





21º + 494 
(x2 + 2x)! 
21º(x +42) 
(22 + 2x)! 


Note que os termos 21º e (x? + 2x)! são sempre positivos. Assim, para estudarmos o 
sinal de f”, basta estudarmos o sinal do termo x + 2. Desta forma, observe que f” < 0 para 
q+2<0=>4zx<-2e que, analogamente, f” > 0 para x > —2. 


Logo, f é côncava para baixo no intervalo (—oc0, —2) e côncava para cima no intervalo 
(2,0) U (0, +oo). 


Considere uma folha de papelão retangular medindo um metro de comprimento 
por oitenta centímetros de largura. Retirando dos quatro cantos um quadrado de lado x, 
determine o valor de x de modo que tenhamos uma caixa, obtida quando dobramos os lados 
já com os quadrados retirados, de máximo volume. 


Solução: Seja x a altura, 100 — 2x o comprimento da base e 80 — 2% a largura da base da 
caixa. O volume é dado por: 


V(x) = (100 — 2x7)(80 — 2x)x <> V(x) = 8000x — 36072 + 4x3. 


Calculando a primeira derivada obtemos: 


V'(x) = 8000 — 7202 + 1222. 


Fazendo V'(x) = 0, temos que 


8000 — 7201 + 12x? = 0 


90 + 1021 90 — 10421 
cujas raízes 14 = — As 2tem= ES mx 14,72 são os pontos críticos da 
função. 


90 — 10421 90 — 10,21 


ef'<Oparar> —————— isto é, f é crescente 


90 — 10/21 


Note que f' > 0 para x < 


Dt 0/2] 


no intervalo [= 3 


e decrescente no intervalo 


To 


Logo, x = cm fornece o volume máximo V 


- 90-10/21 90 — 10,21 


: = 52513,8 cm? 


3 


Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se for falso, explique ou dê um 


contra-exemplo. 


(a) 


Os pontos de inflexão de uma função contínua sempre são as raízes da segunda derivada; 

Solução: Falso! Tome a função f:R > R definida por f(x) = Yx, então f'(x) = 
1 2 

—. ES (oj- Note que $” <0paraz<0ef”>0parazx>oO, isto é, f é 


amais Oque: 
côncava para baixo em (—oco0,0) e côncava para cima em (0, +00). Logo, x = 0 é ponto 











de inflexão mas f” não está definida neste ponto. 


Nem todo ponto crítico é extremo local. 


Solução: Verdadeiro! A função f:R — R definida por f(x) = xº étal que f(0) = 0, 
porém (0, f(0)) = (0,0) não é ponto de máximo nem de mínimo. 











O Teste da Segunda Derivada nos mostra como determinar os pontos de inflexão de uma 


função; 
Solução: Falso! O Teste da Segunda Derivada nos mostra como determinar os pontos 


de máximo e mínimo. 


O Teste da Segunda Derivada é inconclusivo em um ponto p no domínio de uma função 
fsef(p)=0. 
Solução: Verdadeiro! O ponto (p, f(p)) pode ser um ponto de máximo, um ponto de 
mínimo ou nenhum. Por exemplo, seja f(x) = 5x! — 4x3, então 

f'(x) = 207º — 127º 

fº(x) = 607º — 245 


Par encontrarmos os números críticos, fazemos f'(x) = 0 > 207º —- 1272 = 4172(51—3) = 


3 
Oeobtemosz =0ex = 5 Para usar o Teste da Segunda Derivada, calculamos f” nesses 
pontos críticos: 


f(0)=0 e r(5)-3>0 


3 3 3 3 
Uma vez que f! (5) = 6)" (5) > 0, temos que (54 (5)) é ponto de mínimo 
local. Por outro lado, uma vez que f“(0) = 0, o Teste da Segunda Derivada não fornece 


informações sobre o número crítico 0. 
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Considere a função: g(x) = x? + «2. 


(a) 


(b) 


Determine o domínio de 9; 











Solução: Como g é uma função polinomial, seu domínio é o conjunto R dos números 





reais. 


Verifique se g é par ou ímpar; 


Solução: Temos que: 
g(-a) = (cat + (co) = a8 pa? = (98 02) 4 —g(2) 


Logo, g não é par nem ímpar. 


Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de g, bem como os seus extremos 
relativos, caso existam. Justifique a classificação dos mesmos utilizando o Teste da 
Primeira Derivada ou o Teste da Segunda Derivada. 


Solução: Calculando a primeira derivada, temos 
g'(x) = 32º +27 = 2 (30 +42). 
sá 2 
Fazendo g'(x) = 0, obtemos os números críticos x = 0 e x = =3 


2 2 
Note que g' > 0 para x < E ou para x > 0. Note também que g' < O para -3 Ge). 
Assim, 





É 
(-05 3) U(0,+00) |9'>0| g é crescente 





2 j 
(= 0) 9 <0 | g é decrescente 

















Calculando a segunda derivada obtemos 
g'(x) = 6x +2 
Para usar o Teste da Segunda Derivada, calculamos g” nos pontos críticos. Assim, 


b 
q m0m)=-2>0 q" (=) =-2<0 
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Logo, uma vez que 9'(0) = 0 e 9'(0) > 0, temos que g(0) = O é um mínimo local. E uma 
b E ê 4 

vez que g' (-5) = (eg (=) < 0, temos que q (-5) = é um máximo local. 

Estude a concavidade de g e seus pontos de inflexão, caso existam. 

Solução: Temos que 


g'(x) = 6x +2. 


1 1 
Note que 9” < 0 para x < —3 € que > O paro > =3º Assim, 





1 
(-05, =) 9” <0 | g é côncava para baixo 





1 
(=> oo) 9” >0 | g é côncava para cima 

















14 
= 5) é ponto de inflexão. 


Logo, o ponto ( 
Calcule os limites 
lim g(x) e lim g(x) 


Mm" 00 A OO 


e as assíntotas de g, caso existam. 














Solução: Observe que, como D, = R, g não possui assíntotas verticais. Além disso, 
como 


nm mo Co, 
En DO) ADO: 


g não possui horizontais. E por fim, como 





3 2 
; gtx : E RO ; 
lim 9(x) = Jimi mma Em 
t>+to g—oo VD g—>oo 
ç ( ) 3 2 
: g(x a SEA ; 
im lim lima to=--oa, 
o CON 7; L—— 00 x Z—>—o0 


temos que g não possui assíntotas oblíquas. 
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(f) Determine as raízes e o ponto de intersecção de g com o eixo y. 
Solução: Temos que 
g(o)=r+r=r(zx+1)=0 
possui x = O (raíz dupla) e x = —1 como raízes. 


E o ponto de intersecção com o eixo y é dado por (0, g(0)) = (0,0). 


(g) Utilize as informações dos itens anteriores para esboçar o gráfico da função q. 


Solução: Esboçamos o gráfico abaixo: 











Dois corredores de largura 3m e 1,5m, encontram-se em ângulo reto como indica 
a figura abaixo: 


sm 


Seja “ o comprimento máximo de uma viga que pode passar horizontalmente de um cor- 


redor para o outro. Determine o valor de /. 


Solução: Seja | = [(0) o comprimento da viga conforme indica a figura abaixo. 
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— 








fa 
la 
Então o comprimento procurado é o mínimo da função 
o ls m 
LD) = : << a, 
(8) sen 6 Je cos(0)' Do é es 


Assim, derivando e igualando a zero, temos 


'(0) = 1,5sen0 3cos0 1,5sen)—3 cost0 | : 
— cos0 sen?o (cos0sen0)2 


3 13 
1 5) p= 00. 








ertgo= ( 


Note que se 0 < 0,9, temos /(0) < 0 ese 8 > 0,9, !'(0) > 0, donde se conclui que, pelo 
teste da primeira derivada, 6 = 0,9 é ponto de mínimo. 

Logo, 
E 1,5 


aÃ o diga O pç 
sen (0,9) cos(0, 9) Paga 


NO p= 
é o comprimento da viga. 
[ . | 2 ” 1 2. ê E 
Esboce o gráfico da função f(x) = z—— eg(x) = x ln x?, indicando seus respectivos 


domínio, simetria, intersecções com eixos coordenados, intervalos de crescimento /decrescimento, 


concavidade, extremos locais, pontos de inflexão e assíntotas, quando existirem. 


Solução: 


() Mo)=2—+ 
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Observe que o domínio de f é o conjunto 


Dave tlo 0: 














Assim, o gráfico de f não possui intersecção com o eixo y. Por outro lado, 
1 2 
EE QE E EE 
x 
isto é, os pontos (—1,0) e (1,0) são os pontos de intersecção com o eixo x. 


Além disso, temos que f é ímpar. De fato, 


É -—(2-5) E] 

















o 
Co)=()-5 - - 
Como 
, 1! Re) : 1 a ap Sl 
lim z->=h = to e limz-=l] = —00 
0 dh 1>0— x vs0+ x Z—0+ 6 
temos que x = O é assíntota vertical. 
Como 
À Í: o . 2x 
lim vz—--= lim = lim — = —-oo 
Z—>—oo x £—>—oo x a>-oc 1 
L'Hôspital 
e 
1 dr) dem 2% 
lim z- == lim = lm > =+ 

T—+00 Ih, Dra DO il ato 1 

temos que f não possui assíntota horizontal. 
E como 
2 
it: ; 1 1 = À gro ; 
pa q RS ia q z—-— |)= lim = ir ima 
EX O ROO Sb dg bj BERARDO a: m—++-00 2x Po atRDO 
LºHóspital 


Mel 1) então 


(analogamente m= lim 
«—>-o  L 
RR | 1 E 1 0 
qu mi —mx|= lim im 
E E p=" 00 E a E zoo o fa ? 


4200: 
e, portanto, y = x é assíntota oblíqua. 


Agora, observe que 
1 
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para todo x em D,, isto é, f é sempre crescente e não apresenta valores de máximo e mínimo. 
Além disso, observe que 
2 
f(x) — 25 >0 
eh 
parax<0,e,f” <0parazx > 0, isto é, f é côncava para cima no intervalo (—c0,0) e para 


baixo no intervalo (0, +00). E f não possui ponto de inflexão. 


Com isso, finalmente esboçamos o gráfico abaixo: 











(uy gie)j= 2 na. 


Observe que o domínio de g é o conjunto 
Di (reRlo sd; 


Assim, o gráfico de g não possui intersecção com o eixo y. Por outro lado, 


0 
CA ng? pod? -sr=16s a 





me ma |) 





isto é, os pontos (—1,0) e (1,0) são os pontos de intersecção com o eixo x. 


Além disso, temos que g é ímpar. De fato, 


(==) = (==) Inf(=2)"]) = —= In(1º) = —f(a). 
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Por inspeção no domínio de g, caleulamos 











In x? 2x 

5 E E 2 E 

lim «nx? = lim in nn Ba 
7 7 

2>0— 2—>0— E v—>0— = 2 20 
LºHôspital 


e, analogamente, lim « Ina? = 0, então temos que g não possui assíntota vertical. 
2>0+ 


Como 


lim zlna?=-o e lim x Ing? = +oo 
Ei a==io 6) PEA OO) 


temos que g não possui assíntota horizontal. 


E como fa) so 
E Jh ; nt; . 
lim 2º“ = Jim =>"0 = lim hg”= + 
i>-o LT Z—>—00 a L—>—00 
e, analogamente 
Er ENE 
lim Fa) “im ng, 
z>+o LT z—-+00 


temos que g não possui assíntota oblíqua. 


Calculando a primeira derivada, temos 
/ 2 dl , 2 
g(s)=Inz+r. 216 9g(x)=Inzº+2. 
E 


Agora, para estudarmos o sinal de g' façamos 


a 

nx +2 = 0 
li = 
ns = o 

R = =) 


(r+eNYax-el) = 0 


Assim, elaboramos a seguinte tabela: 
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(-00,-eD | (ce! OQU(0,e!) | (1, +00) 
ER — AE + 
g— e! = = AP 
ii + E + 
f crescente decrescente crescente 
Note que pelo Teste da Primeira Derivada, os pontos críticos q = —e 


respectivamente, máximos e mínimos locais. 


Calculando a segunda derivada, temos que 


9 (x) — 


É facil ver que g'(x) <O paraz <0e g'(x) > 0 para x > 0. Logo, g é côncava para baixo 


1 2 
Ups a lap. 
Lg (x) E 


em (—o0,0) e para baixo em (0, +oo). E não apresenta ponto de inflexão. 


Finalmente, esboçamos o seguinte gráfico: 
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[52] Cada um dos itens abaixo possui o gráfico de uma função posição s = f(t) de um 
corpo que se desloca ao longo de um eixo coordenado. Para cada um deles, determine: 


(T) O instante t aproximadamente, se houver, em que o corpo apresenta velocidade e/ou 


aceleração igual a zero. 
(TI) Os intervalos aproximados em que o corpo se move para frente ou para trás. 


(III) Os intervalos aproximados em que a aceleração foi positiva ou foi negativa. 
Solução: Seja a velocidade v(t) = f'(t) e a aceleração a(t) = f"(t). 


(a) 
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(1) 


(11) 


(LIT) 





Observe que nas proximidades de t = 2 e t = 5 temos, respectivamente, pontos de 


máximo e mínimo. Assim, podemos estimar que 


isto é, a velocidade é aproximadamente nula nestes instantes. 
Agora, observe que nas proximidades de t = 1 e t = 4, ocorre mudanças de concavidade. 
Assim, podemos estimar que 


dD)=P(1)=0 e a(4)=f(4)=0 


isto é, a aceleração é nula nestes instantes. 


Podemos estimar que no intervalo (0,2)U (5,6) a função s = f(t) é crescente, e, portanto 
o corpo se move para frente neste intervalo. Por outro lado, no intervalo (2,5), s = f(t) 


é decrescente, isto é, o corpo se move para trás. 


Agora, observe que podemos estimar que s = f(t) é côncava para cima em (0, )U(4,6), 
isto é, a(t) = f”(t) > O neste intervalo (aceleração positiva). Por outro lado, s = f(t) 
é côncava para baixo em (1,4), isto é, a(t) = f(t) < O neste intervalo (aceleração 
negativa). 
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(1) 


(LIT) 











Observe que nas proximidades de t = 1 e t = 3,5 temos, respectivamente, pontos de 


mínimo e máximo. Assim, podemos estimar que 
Ip" (1Sp e qso)-)B5=b 
isto é, a velocidade é aproximadamente nula nestes instantes. 


Agora, observe que nas proximidades de t = 2 ocorre uma mudança de concavidade. 
Assim, podemos estimar que 
a 1 so 


isto é, a aceleração é nula neste instante. 


Podemos estimar que no intervalo (1;3,5) a função s = f(t) é crescente, e, portanto o 
corpo se move para frente neste intervalo. Por outro lado, no intervalo (0,1) U (3,5;4), 
s = f(t) é decrescente, isto é, o corpo se move para trás. 


Agora, observe que podemos estimar que s = f(t) é côncava para cima em (0,2), isto é, 
a(t) = f”(t) > O neste intervalo (aceleração positiva). Por outro lado, s = f(t) é côncava 
para baixo em (2,4), isto é, a(t) = f”(t) < O neste intervalo (aceleração negativa). 


(a) 


Defina primitiva de uma função contínua f. 
Solução: Uma função F(x) é chamada uma primitiva da função f(x) no intervalo 1 
se para todo x E TI, tem-se: 


oi 


(b) Em cada item abaixo, serão dadas duas funções F(x) e f(x). Utilize as técnicas de 
derivação para verificar se a função F é uma primitiva da função f. 


Solução: Vamos usar a definição do ítem anterior. 
(D F(x)=2'+8e f(x) = 2º; 
Temos que 


Wc Gu «ao 


Logo, F não é primitiva de f. 


(1) F(x)=a1!-37rº+1x+2e f(x) =427º —- 312 +41; 
Temos que 
md 


Logo, F não é primitiva de f. 


am r()= EL se ro)= (407: 


Logo, F é primitiva de f. 


cos(31 — 5) 


(IV) F(o)=2- 5 


e f(x) = sen (3x — 5). 
Temos que 
— sen(3r=5)-3 


Eu o ===" Ri (dg —B)= (6). 


Logo, F é primitiva de f. 
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Cálculo | 


Integrais 





EO E Tópicos agordados nos exercícios 


e Mudança de variável na integral; 
e Teorema Fundamental do Cálculo; 


e Integração por partes; 





Conteúdos essenciais para a resolução dos 
exercícios 

e Funções e suas propriedades; 

e Regras de Derivação; 

e Primitivação; 
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=— Métodos e Técnicas 


e Nas questões citadas efetua-se a mudança de variável 
para resolver a integral dada: 


Exercícios 4.6(b); 4.6(c); 4.6(d); 4.7(b) 





FREE PII ER ETC ER ET) 


e Nas questões citadas efetua-se a integração por partes 
para resolver a integral dada: 


Exercícios 4.9; 4.12(a); 4.13(a); 4.18 





e Nas questões citadas utiliza-se o Teorema Fundamen- 
tal do Cálculo e suas propriedades para o cálculo de 
integrais definidas: 


Exercícios 4.6(a); 4.7(a); 4.10; 4.11 





4.15; 4.16; 4.17; 4.19; 4.20 
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— Enunciado dos Exercícios 


(a) 


(a) 





(b) arctg a + arccotg a = 


Se deixarmos cair uma pedra, podemos admitir que a 
resistência do ar (“arraste”) é desprezível. Experimen- 


tos mostram que, segundo essa suposição, a aceleração 
2 


desse movimento, é constante (e igual à chamada 


se 
aceleração da a 9 = 9,8m/s?). Verifique que 
gt 
STE 
Se no problema anterior, o movimento da pedra começa 
no instante t = 0, a partir da posição inicial yo é foi 


velocidade inicial vo, mostre que y = yo + vot + — 


Se um avião corre numa pista de 3 km, começando com 
uma velocidade de 6 m/s, movendo-se com uma ace- 
leração constante e levando um tempo de 1 min para 
levantar voo, com qual velocidade ele deixa o solo? 


Mostre que: 


arcsen x + arccos x = 


DIA MIA 


Determine uma fórmula para a Soma de Riemann da 
função f(x) = 12 + 1 ao longo do intervalo [0,3], obtida 
dividindo-se o intervalo em n subintervalos iguais e os pontos 
tomados em cada subintervalo são os extremos à esquerda. 
Em seguida, considere o limite dessas somas quando n — -+oo 
para calcular a área sob a curva ao longo do referido intervalo. 
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Calcule as seguintes integrais: 


(a) K pda 


3m 


(b) o cossecô cotgô do 


a 


4 
di 
Ee Cd 
(c) / (- e ) E 
dy é 
Determine a derivada EE das funções: 


(a) v=[ qd 


UE [senta 





Calcule as seguintes integrais: 
2 
(a) / Iz— «| dz 
E 
(b) / cossec?20 cotg 20 do 
sen 2x 
(c) / 1+4 3sen?x ii 
(d) / CARR  c 


(a) Seja f uma função periódica de período p, ou seja f(a + 
p) = f(x). Mostre que 


fra) Bi [ro da 


Interprete esse resultado geometricamente. 
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(b) Se além disso, f for ímpar, mostre que 


| tiodo=o 


Calcule as seguintes integrais utilizando a mudança de 
variável adequada. 


gs 
(o) [st 
o (4— 2)2 
In($) t 
6 [o at 
n(3) (1 +e2)2 


Nas integrais a seguir, podemos calcular seus respec- 
tivos valores utilizando uma integração por partes. Em cada 
uma delas, determine os candidatos a u e dv para que a uti- 
lização da referida técnica esteja correta. Após isso, escreva 
a fórmula da integração por partes com a sua escolha feita 


anteriormente. 


2 

(a) / In ido 
1 

(b) ! arccos 0do 


(c) / acossec? q da 


Determine o valor médio das seguintes funções ao 
longo do intervalo dado: 


(a) Ha) = 5 em [0,2] 


(b) g(t)=t?—tem [-1,2] 





a 





Com t meses de experiência um funcionário do cor- 
reio é capaz de separar Q(t) = 700 — 400e""5 cartas por 
hora. Qual a velocidade média com que o funcionário conse- 
gue separar a correspondência durante os 5 primeiros meses 
de trabalho? 

Dica: Use o TVM para integrais. 


Calcule as seguintes integrais: 
(a) / Inº x dz 
(b) fato 4 BE 
(c) A sen'z dx 


Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se 


for falso, explique ou dê um contraexemplo. 


(a) A fórmula da integração por partes é obtida pela regra 
do produto para derivadas. 


(b) Toda função integrável é contínua. 


(c) O Teorema do Valor Médio para integrais garante que 
existe um único ponto c € [a,b] tal que 


Ho)b—a) = Hj fa) de 


Esboce o gráfico dos integrandos e use áreas para 
calcular as integrais. 


(a) f.vs= ar 


(5) [ (2-Iaf)do 


—1 


(c) fa E 
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4.15 
27 
(a) Qual o valor da integral / sen x dy? 
0 


(b) Sabendo do resultado do item (a), é verdade que po- 
demos entender a integral acima como sendo a área 
compreendida entre o gráfico da função f(x) = senx,o 


eixo xeasretasr=0ex= 27º Explique. 


(c) Elabore uma maneira para calcular a área da região 


descrita no item (b). 


Se em 1970, foram utilizados 20,3 bilhões de bar- 
ris de petróleo no mundo todo e se a demanda mundial 
de petróleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao 
ano, então a demanda A(t) anual de petróleo no tempo t é 
A(t) = 20,3e% (t = O em 1970). Se a demanda continua 
crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual será a quantidade 
de petróleo consumida entre os anos de 1970 e 2016? 





Calcule as áreas das figuras determinadas pelas cur- 
vas dadas: 


2 
(a) y="Soy=2-5e2=0. 


(b) y=2ey=v2. 
m m 
(ele Cos uy sena iba o 
(d) A área comum ax? +y<4rex2+y)<4. 
Calcule as seguintes integrais: 


(a) / E 


(b) fes sen(ba) dx; a,b 0. 


O EEE 


ao 





ERR 





(a) Calcule o comprimento de arco da curva y = V22 entre 
os pontos (8,4) e (27,9). 


(b) Qual é o trabalho realizado ao se esticar uma mola em 
8 em sabendo que a força de 1 N a estica em 1 em? 
(Dica: Use a lei de Hooke.) 


Calcule o volume do sólido de revolução obtido gi- 
rando em torno do eixo dos x a região limitada pela curva 
y=sen(z), x € [0,27] e o eixo dos x. 
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ES SucestôS Es 


Lembre-se que o deslocamento é a 
primitiva da velocidade, e por sua vez, a 


velocidade é a primitiva da aceleração. 


Observe que: 





j 
(arcsena)' = (—arccos a) = —-—=. 
vil — q? 
EERER Considere: 
Drs 
= 
onde Az = = e A = (i-— 1)Agz. 
ERR Note que: 
(cossec 0) = —cossec 0 cotg 0. 


Use o Teorema Fundamental do 
Cálculo. 


ERA roça 


u = cossec (20) e -E = cossec? (20) do. 


Seja F uma primitiva de f, observe 
que: 


a pt DSO o: 


ERR Façau = "= du = tire depois 
u — te O > du — sec Odo. 


ERI Use o TVM para integrais. 
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Use: 


1 — cos(2x) a ns cos(2a) 


Eq 
sen x =— 2 2 


Integre ambos os membros da equação: 


(uv)! = uv + uv. 


Use um software matemático para es- 
boçar o gráfico dos integrandos. 


Subdivida a região em duas áreas 


iguais. 


A quantidade de petróleo é dada pela 
área sob a curva de demanda para um certo 


período. 


Note que (x — 2)2+yº = 4 é um círculo 
de raio 2 com centro em (2,0), e, que 12+y? = 4 


é um círculo centrado na origem com raio 2. 


Recanto ad do 
cos(ba) 


b 





sen (bx) dz => v = — 
tes. 


e integre por par- 


Use a lei de Hooke. 


FEIA Use a simetria do sólido. 


E Respostas 


(a) 


4.1 


Se deixarmos cair uma pedra, podemos admitir que a resistência do ar (“arraste”) é 


desprezível. Experimentos mostram que, segundo essa suposição, a aceleração desse 


. d? ; , ; 
movimento, 5, é constante (e igual à chamada aceleração da gravidade g = 9,8m/s?). 
gt? 
Verifique que y = CE 
Solução: Temos que 


dy 
a? 
Assim, como a velocidade é a primitiva da aceleração, temos 


dy 


ulbj= E 


= gt aa 4 (8) 
e, como o deslocamento é a primitiva da velocidade, segue que 


t2 
=" +Cut+ O, (9) 


Note que, no movimento de queda livre, quando t = 0, teremos 


v(0)=0>0,=0 


e 
u0j=0=6,-0. 
Logo, 
ge 
32 


Se no problema anterior, o movimento da pedra começa no instante t = 0, a partir da 
o 


posição inicial yo e com velocidade inicial vo, mostre que y = yo + vot + = 
Solução: Imediatamente da equação (8) temos 


v(O) = C1 — Vo 


e da equação (9) 
y(O) = Co = yo. 
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Logo, 
2, 


gt 
yY= det 
a 


(c) Se um avião corre numa pista de 3 km, começando com uma velocidade de 6 m/s, 
movendo-se com uma aceleração constante e levando um tempo de 1 min para levantar 
voo, com qual velocidade ele deixa o solo? 


Solução: Tomando 
2 


at 
4= "3 +vot+yo 


fazemos y = 3000 m, vo = 6 m/s et = 60 s. Assim, obtemos 


602 
3000 = a: — + 6:60 a = 1,467m/s”. 


Então, 
v=at+Hv > v(t) = 1,467t+6 


e, portanto, em t = 60 
v(60) = 1,467 - 60 + 6 = 94m/s 


é a velocidade com a qual o avião deixa o solo. 


EBAH Mostre que: 


mM 
(a) arcsen a + arecosa = Di 
Solução: Basta notar que as funções arcsenx e — arccos x são primitivas da mesma 


1 
V1— q? 


função, . Logo, elas diferem por uma constante C: 
arcsen x + arecos a = €. 


m 
Fazendo x = 0 nesta expressão, resulta que C = 7º 


IN 
(b) arctg x + arccotga = j 
Solução: Analogamente ao ítem anterior, note que as funções arctg a e —arccotg x são 


imitivas de ———. Logo 
primitiv RÉ go, 


arctg x + arccotga = O 


Fazendo x = 1, resulta que C = = 


103 


[5] Determine uma fórmula para a Soma de Riemann da função f(x) = x? +1 ao longo 
do intervalo [0,3], obtida dividindo-se o intervalo em n subintervalos iguais e os pontos toma- 
dos em cada subintervalo são os extremos à esquerda. Em seguida, considere o limite dessas 
somas quando n — +oo para calcular a área sob a curva ao longo do referido intervalo. 


Solução: Dividimos o intervalo [0,3] em n subintervalos de comprimentos iguais a Az e 
tomamos os pontos À; à esquerda de cada partição. Assim, tomamos 








Soros 
i=1 
em que 
b— j—1 
Nise Ed e nsdicadss é 
n n n 


Então, sendo f(x) = x? + 1, temos que 


E (6s) 3 = [+ 


== 


o (TES) = Da + - 


==] 


- a [De o 341) +E >! 





n n 


ne - c m(n+1) is Om Edi) 
Substituindo » = a ara e Ze E segue que a igual- 
dade acima fica 


Se( E, Ê = a a 








Logo, o limite dessas somas, quando n — +oo, é dado por 


(MID 3. Dr oo om 
e = Jim (D+ 5% + Tas — 43) 





É 2 E 
= lim 9+ lim E a ia at lim E na 
n—+oo n—+oo 2n n—oo 6n2 n>-oo nN n—+-oo 
= 
E 


isto é, a área sob a curva f no intervalo [0,3] é 12 u.a. 
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Calcule as seguintes integrais: 


4 
(a) sl dx 


2 
Solução: Temos que 


4 4 
[oras [E) -T-Danss 
2 E 


Ts mn 


37 


(b) [ cossecô cotgô do 


4 
Solução: Note que (cossec 0)' = —cossec 0 cotg 0. Logo, 


37 


Es 3 
/ cossec 6 cotg Odô = |—cossec dp = —cossec (5) + cossec (5) = 0. 


Tr 


4 


a fc) 


1 
Solução: Temos que 
a nr =i2 = A -2 5-1 
——e dz = [Inz+e an )-(mlte)=hn2+e“-em. 
1 x 


d 
[5 Determine a derivada — das funções: 
ny 


(a) v= [a 


Solução: Sendo y = ] ot, utilizamos diretamente o Teorema Fundamental do Cál- 
1 


culo e obtemos E : Di : 
y 

o e ita ps 

Gs did (/ E ) A 


(bj = f sen(t?) dt 


Solução: Temos que 


0 vz 
v= | sen(jdt=— [ sen (dt. 
0 


VE 
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Logo, 








vz 
Ea -[ sen (t2)dt | = —seng Ee = 
de dE 0 


[5 Calcule as seguintes integrais: 


(a) f lr — xº| dz 


Solução: Considere o gráfico da função f(x) = |x — x2| abaixo 











Assim, temos que 


2 
lr =| dr 
E E 


II 
| 
ER 
Eh 
| 
8 
Re 
A, 
8 
+ 
aa 
a 
| 
8 
Re 
M 
8 
| 
St 
to 
8 
| 
8 
RE 
A, 
8 














| 

| 
GARDENS 
m|8, 

| 
— w|8, 
EA 

| 





I| 
E na 
Pai 
Rs 
qa 
ho 
| 
gs 
[e 
asa 
C 
E===== 
+ 
PAS 
bo TS 
| 
| 
A 
| 
| e | 
ARES 
Ro quo 
| 
emo 
e ia 
| 
EAR 
9To 
| 
go fis 
EA 
| 


(b) | cossecêzo cotg 20 do 


Solução: Fazemos 


u = cotg (20) > du = —2 cossec” (20) do. 
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Assim, podemos escrever 
2 


| cossec? 20 cotg26 do — - [od So 


Logo, voltando para a variável original 


tg” 20 
E 





/ cossec? 20 cotg 20 do = — 


sen 2x q 
—————— dx 
1+ 3sen?x 
Solução: Fazemos 


u=1+3sen?z > du=3-2senxcosxdx = 3sen2ydz. 


Assim, podemos escrever 


| sen 21 du Inu +c 
1 + 3sen2x 3u E) 
Logo, voltando para a variável original 
sen 2 In(1 == S sen? 
/ nz o q sen) 
1 + 3sen?z 3 


| V1+ sen?(x — 1)sen(x — 1) cos(x — 1) dz 


Solução: Fazemos 


u=1+sen(z-1)=> du=2sen(x-—1) cos(x— 1) dz 


Dessa forma, podemos escrever 


3/2 


/ 1 + sen?(x — 1)sen(x — 1) cos(x — 1) dz = [au = — Re 
Logo, voltando para a variável original 


) 1 + sen?(x — 1)sen(x — 1) cos(x — 1) dz = E unem o 


3 
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(a) Seja f uma função periódica de período p, ou seja f(x + p) = f(x). Mostre que 


/ iirido = [ro da 


Interprete esse resultado geometricamente. 
Solução: Seja F uma primitiva de f. Note que 
Px +p)=Ff(x+p)=f(x)=F'(m), 
isto é, F também é uma função periódica. 
Logo, 
a a+p 
[todo = Pla) - PO) = Pla +) - Plo+n) = [ fiz) de 
0 p 
como queríamos. 


Geometricamente, esta igualdade significa que a área sob a curva de f ao longo do 


intervalo [0, a] é igual a área sob a mesma curva ao longo do intervalo [p, a + 7]. 


(b) Se além disso, f for ímpar, mostre que 


f ttoydo=o 


Solução: Fazendo a = —p na igualdade provada no ítem anterior, temos que 
/ radar =- / Wi ds 
0 p 
0 p 
— pad = -[ + (E 
p 0 
/ finda -[ pior = db (10) 
0 Er 
Agora, note que f é ímpar se, e somente se f(—x) = — f(x) em [0,p). Assim, fazendo a 


substituição 


ir dd te Db>qv=) Fepovecpn 


[itras= [etc (cam = Fo 
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podemos escrever 


Como f(—u) = — f(u), resulta que 


f ttoydo "rtoda 
RO du= forca da 


f tiodo=— [read (11) 


mas 


ou seja, 


Logo, substituindo (11) em (10), segue que 


2 [ Hado=06 [ Hlo)do 


como queríamos. 


Calcule as seguintes integrais utilizando a mudança de variável adequada. 


(a) [ar =* 


Solução: Faremos a seguinte substituição 
%=2sen6 => dr = 2cosbdd; r=0=0=0: e E 


Então, escrevemos 


/ E 1 no 2 cos 0d6 
a (/[/ 
o (4 


— 42)» o (4 QsenO)) 


! m/6 
= 1 sec? 8 dO 
0 


m/6 


RI 
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In(5) t 
) / anti dt 
In(5) (1 o patio 


Solução: Faremos a seguinte substituição 
3 4 4 
u=eê > du=e'dt; t=m(5)>u=5 t=n(5)>u=5 


Então, escrevemos 
4 


In (3) et 3 du 
[E a a 
nt Cr h qu 


4 


Agora, para resolvermos esta integral, faremos a seguinte substituição 


3 3 4 4 
u=tgO > du = sec? 0 do; u= > 0 =arctg (5): u= > 8 =arctg (5). 


Então, 


Colt 


tojto 


du arcte(s) sec? dg 
dei ) VIRE 
arcig(5) dg 
fo ) sec 9 
3 


É 
arct ( ) 
= / cos0d6 


rctg (3) 


| 
OO 


q —& 


| 
AS 
tw 
D 
DB 
“D> 
qe 





Logo, 


Nas integrais a seguir, podemos calcular seus respectivos valores utilizando uma 
integração por partes. Em cada uma delas, determine os candidatos a u e dv para que a 
utilização da referida técnica esteja correta. Após isso, escreva a fórmula da integração por 
partes com a sua escolha feita anteriormente. 
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2 
(a) N Din gos 
1 


Solução: Fazemos a seguinte escolha: 


1 me 
q Inpe du ada ia da 
E 


Assim, utilizando [ udv = uv — [ vdu, obtemos 


[emas (5) | | 
(PD 
(GG) 








2 


























AH 
= Dipo 
Me 
=. 8Bin2= 3 
(b) f axccost do 
Solução: Fazemos a seguinte escolha: 
1 
u = arccos6 > du = — ao do d0 =" 0-0. 
v1 — 62 
Assim, utilizando [udv = uv — [ vdu, escrevemos 
0 
arccos 6 do = O arccos O + / El 12 
/ v1— 62 a) 
Agora, para calcularmos esta última integral, fazemos a seguinte substituição: 
0 
t=v1I-02=> dt=-— do 
v1— 02 


Então, 


0 
= dd=- |dit=-t4+C=-vVI-92+C. 
rea ! 


Logo, subsituindo este resultado em (12), segue que 


f axccosa do = O arccos0—- VI —- 024 C. 


Li 


(c) x cossec? x dz 


Solução: Fazemos a seguinte escolha: 
u=z>du=dz; dv=cosecizrdr=>v=-cotgz. 
Assim, utilizando [ udv = uv — [ vdu, obtemos 


| scossect var = —g cotg x + fotnds (13) 


Note que a integral do segundo membro pode ser escrita como 


cosz dx 
fotsunds = 
sen x 


Assim, fazendo u = sen x => du = cosa dx, temos que 


d d 
fondo = [SET E É masc b|| PO 
sen x u 








Logo, substituindo este resultado em (13), segue que 


fscossecta dz = -rcotgr+In|sena|+C. 


Determine o valor médio das seguintes funções ao longo do intervalo dado: 


2 


(a) Hx) =—5 em [0,2] 


Solução: Temos que 





1 b 
ea = = mir jde 
1 É ae 
= —-— d 
E nO 
CH 
o DA 
23 
= —-— +0 
12 e 
=: ê 
a 
a dê 
Logo. jm = é o valor médio de f no intervalo dado. 
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(b) g(t)=t?— tem [-1,2] 


Solução: Temos que 


1 
IJmed = Do broa 


1 
Ta 
3 


2 
1 
3 
EO 
ca 
1 
2 








DL e- 
Il 






da 


1 
Logo, Gmea = = é o valor médio de g no intervalo dado. 


2 


Com t meses de experiência um funcionário do correio é capaz de separar Q(t) = 
700 — 400e"** cartas por hora. Qual a velocidade média com que o funcionário consegue 
separar a correspondência durante os 5 primeiros meses de trabalho? 


Dica: Use o TVM para integrais. 


Solução: Utilizando o TVM para integrais e considerando a função Q(t) no intervalo 
[0,5], temos que a velocidade média será dada por 


1 5 
COltlaa — | (mb = ADD di 
0 


5-0 
1 Ê E 

= | (700t)| — 400 / CR 
5 E : 


1 5 
= — [700-5 —400 / ae at 
5 0 


5 
= 700- 80 ) E 
0 





Podemos calcular esta última integral fazendo a substituição 


u- ate du Obad. -DeruD, q be qb. 
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Então, 





—2,5 
du 
E) = 00-80 “ 
Anes e 


E 
= T00+ 160 / e“ du 
0 


“25 
= 700 + 160 (e!) 





0 
= 700 + 160 (e — 1) 


rs 559,13 
Logo, a velocidade média é aproximadamente 553, 13 cartas por hora. 


Calcule as seguintes integrais: 


(a) finado 


Solução: Podemos utilizar integração por partes ([wudv = uv — [vdu) escolhendo 


3n? 
u=Inêz, du= q tu de VER 
É 





Então, 





In? 
finado — siêa-3 fa a 


= o lnêa 3 [Inêado (14) 


Esta última integral também pode ser resolvida por partes. Para isso, escolhemos 





u=h?gz, du = Ze nv dt vt: 
Então, 
fintado — luta —2 [aDE do 
= clnêa-2 [nado (15) 


Finalmente, para esta última integral, escolhemos 


1 
u-lna dus dv dt, vd. 
x 
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Então, 


finado 


Logo, substituindo (16) e (15) em (14), segue que 


fiutods = olnêo 3 [Inêodo 


E né 7 a nêo-2 [nodo) 


1 
clna- [acdo 
z 


glnyg-z+C (16) 


= glnºz-3(x Inºr-2(r Inz-2))+C 


(b) e (2 + 3x)5 dz 
Solução: Podemos utilizar a regra da substituição. Assim, escolhendo u = 2 +31 > 
du = 3 dx, temos que 


foliar — (5) a 
2 











Logo, voltando para a variável original, segue que 


fotas am)! de= 


1/3(20+32)5 3(2+3)5 
o 
9 7 2 ii 


(c) / senta dz 
Solução: Utilizando as identidades 


Ji= 2 1 2 
sentg — 17 Costa) ag — Ltcos(2x) 


2 2 
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podemos escrever 


fsentedo = feno dx 


/º = Fa 


E i/ (1 — 2 cos(2x) + cos*(2x)) dz 


if de= 5 | cos(2a) )Jdx + — | costo Ga 


1-5) costnjdr + 4 | eBlog, 


4 4 É 
| 1 1 
RE RE Ps 2 a E 4 
1 5 | cos o)do + 5 [dot ig [cos x) da 
3a 


1 1 
e 2 a 4 
3 5 | cos o) da + | cos( x) de 


Note que, utilizando uma substituição simples, podemos calcular facilmente estas duas 
últimas integrais e obter 


sen (2x) sen (4x) 


| costes) = 5 +C e | costta) de= 4 + Cs. 








Logo, 





3x 1 /sen(2x) 1 /sen (4x) 
EE — 
fsentudo 3 5 ( 2 )+5( A +C 





onde O — Cs = E. 


Verdadeiro ou Falso. Se for verdadeiro, explique. Se for falso, explique ou dê um 
contraexemplo. 


(a) A fórmula da integração por partes é obtida pela regra do produto para derivadas. 


Solução: Verdadeiro! Da regra de derivação de um produto de duas funções u = u(x) 
evento, 


(uv) =u'v + uv, 


segue por integração, 
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ou ainda, 


fitas =us- [uvas 


que pode ser escrita na forma 
fude =uv- foda 


Toda função integrável é contínua. 


Solução: Falso! Como contra-exemplo, considere a função Ina que é integrável de O a 


1, mas não é definida em x = 0. 


O Teorema do Valor Médio para integrais garante que existe um único ponto c € [a,b] 
tal que 


Hotb-a)= [ Hajdo 


Solução: Verdadeiro! O TVM garante que existe um c € [a,b] tal que 





1 b 
HO) = Sua = 7 | Ho)do. 

Geometricamente, indica que existe um ponto no qual ao traçarmos uma reta horizontal 

na imagem de f, a área acima da reta e limitada por f é igual a área abaixo da reta até 


O €IXO Z. 


Esboce o gráfico dos integrandos e use áreas para calcular as integrais. 


(a) 


g 
/ vV9—- v2dzx 
= 


Solução: Note que o gráfico da função f(x) = 9 — x? corresponde ao semicírculo de 
raio igual a 3, conforme indica a figura abaixo: 


Ar 





Logo, a área descrita pela integral é dada por 


, tr 1:32 9 
Á = E Es 
rea 5 5 





o) [-Ie)ar 


—1 
Solução: Observe que a região limitada pelo gráfico da função g(x) = 2 — l|x|, pelas 
retasr = —1,x=2ey= oO é da seguinte forma 





Logo, a área descrita pela integral é dada por 


2+D)-1 2-2 
a e ao (= UNO: 


Área= A+ As= ; : 


118 


(c) [asvi=a da 


= 
Solução: Observe que a região limitada pelo gráfico da função h(x) = 1 + v4-— «2, 
pelas retas x = —2,1x=2ey=0 é da seguinte forma 





Logo, a área descrita pela integral é dada por 


= DP 


Re dedo = om 4 0 28Sira: 





4.15 


27 
(a) Qual o valor da integral / sen x dx? 
0 


Solução: Temos que 


27 


27 
! senzdz=(—cosz)) =-1+1=0. 
0 0 


(b) Sabendo do resultado do item (a), é verdade que podemos entender a integral acima 
como sendo a área compreendida entre o gráfico da função f(x) = senx, o eixo x e as 


retas x =0ex=27? Explique. 


Solução: Não é verdade, pois a região possui área, como podemos ver no gráfico abaixo: 
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Note que as áreas 4, e 4, podem ser calculadas da seguinte forma: 


A, ni sen x dx = 2 
0 


27 
A, = k senz dy = —2. 


Assim, 
Aj+ A, =0. 


(c) Elabore uma maneira para calcular a área da região descrita no item (b). 


Solução: Para calcularmos a área da região descrita no ítem (b), separamos a integral 
em duas partes considerando o sinal de f em cada intervalo. Assim, 


27 m o 
/ senzdr = / senx dx — / sen x dx 
0 0 m 


T 27 


+ (cos x) 


A e) 
ER 








Logo, 4 u.a. é a área da região dada. 


Se em 1970, foram utilizados 20,3 bilhões de barris de petróleo no mundo todo e 
se a demanda mundial de petróleo cresce exponencialmente a uma taxa de 9% ao ano, então 
a demanda A(t) anual de petróleo no tempo t é A(t) = 20,3€ (t = O em 1970). Se a 
demanda continua crescendo a uma taxa de 9% ao ano, qual será a quantidade de petróleo 
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consumida entre os anos de 1970 e 2016? 
Solução: A quantidade de petróleo utilizada nesse período de tempo é a área sob a curva de 
demanda entre t = 0 et = 46. 








Então, 
46 


46 
20,3 / e dt — 9225, 56eM] a 13940. 
0 0 


Logo, foram consumidos aproximadamente 13940 barris de petróleo. 
0 Calcule as áreas das figuras determinadas pelas curvas dadas: 


2 
(a) =" ,y=2-5e2=0. 


Solução: Temos que: 
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Note que as retas se interceptam quando 


DT; 
DE ado 
ER e 


isto é, quando x = 3. Logo, a área procurada é 


3 2 2 2 : 9 9 
A=[ -5-(-9) de= [= +5a] =—-—-—+4+15="7,ôu.a. 
ú 3 : o 2 


3 2 


(b) y=2ey=v2. 


Solução: Temos que: 








Note que as curvas se interceptam quando 22 = x > 1=0ex=1. 
1 ê E 
272 — 
A=[ (vz -— x?) da = (o) 
0 


nm 
(c) y=cost, y=sent,v=-— ex= 


Logo, 





E 
4º 
Solução: Temos que: 


o 





Logo, a área será 


m/4 
| (cos — sen x) de = V2 u.a. 


—n/4 


(d) A área comum ax? +y <4rex?+y)<4. 


Solução: Note que, completando quadrados, temos que a equação: 
2+y-4>(r-2D+y =4 


corresponde a um círculo de raio 2 com centro em (2,0). E que «2 4 y? = 4 corresponde 


a um círculo com raio 2 e centrado na origem. 


123 








Determinamos o intervalo de integração, resolvendo o sistema: 
q? ap y2 de 4 
2 +y =4r 
Então, «= 1ey = +v3. Pela simetria da região, calculamos somente a área da região: 


z|O<y<v3I<r<v4-— 22) 





no primeiro quadrante (em amarelo) e multiplicamos por quatro. Integrando em relação 
ay: 


a 
Ein 1f (V4-yº — 1) dy 
= (O vicra- [É am) 


v3 
(4 VESPA 3) (17) 


v3 

Agora, calculemos jk 4 — y2 dy fazendo y = 2sen6 => du = 2 cos6 do. Observe que 
0 

y=0>9=0ey=V3>6=—. Então, 


v3 T/3 
n vV4-—-ydy = “f cos? 6 do 
0 0 
2m 3 


3 ao 
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Substituindo este resultado em (17), segue que: 


va 87 
AA ) V4-ydy— 3 = —W3ua 
0 


Calcule as seguintes integrais: 


(a) 


2 
E e” dz. 


Solução: Primeiramente, fazemos 


dt 
t=r"> dt=2xdz ou q = Tda. 


1 
fe de= 5 | tear 


Integrando por partes, fazemos 


Então, 


u=t>du=dt, dv=di>v= é. 


Então, 
Siro E to 1 tas t = E st 
e te di = —(te e'dt) = (tel -eN+C. 
É É É 
Logo, voltando para a variável original, segue que 


1 
a e“ dr = 5 (8? E se) +C. 


e sen(bx) dx; a,b + 0. 


Solução: Façamos 





ue" > du=-ve" dr, dv= senda dr —>u= Re 
Então, 
fes sen(bax) dz = a + fes cos(ba) dx (18) 


Agora, calculemos / e“” cos(bx) dx, novamente integrando por partes. Fazendo 


sen (bx) 
= 


we" =-du ne”, nv= cmslbeldv=- nv 
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Então, 


ax b 
fer cos(bx) dx = a o fer sen (ba) dx (19) 


Denotemos por 1 = fes sen(bx) dx. Então, de (18) e (19), temos: 


e“cos(bz) a? 


ae““sen (bx) 


f= 
b2 b b2 
Pois a última integral é exatamente a integral procurada. Assim, 
(a sen (bx) — b cos(br)). 


e” cos(bx) o 
“ a2+b 





Ls o 5 


a? ae“sen (bx) 
O o 


Logo, 
ds eu 
fe sen(ba) dy = Brp( sen (bx) — b cos(bx)) + C. 


ai 


Solução: Primeiramente completamos os quadrados: 


5-4 —-22=9-(7 +92). 
Fazendo u = x +2 > du = dz e substituindo na integral, temos: 
/ da = / du 
(5 — 4x — «2)? (9 — u2)2 
Agora, fazendo u = 3sen 6 => du = 3 cos6 do e (9 — u?)2 = 27 cos? 6, temos: 


[—E= 1—5 | metodo = EE ro 
( E 9 9 


toi 


5—- 47 — q? 


Assim, utilizando o triângulo retângulo abaixo 


vV9-—-u 
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u T+2 








temos que tg = Es - Substituindo no resultado da integral, 
a v9— u? v5— 4x — q? 5 
segue que: 
da Mu 
= +C. 
(5-—-47—-72)) 9V5-41-—g? 
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(a) Calcule o comprimento de arco da curva y = V'x2 entre os pontos (8,4) e (27,9). 


Solução: Temos que: 








Então, 
2 ST V9x3 +4 
f(x) = Va2, f(x)= = RC 

Logo, 


L= [ VITOR a =) [Lota 


6 

Agora, façamos u = 9/22 +4 > du = Ed Note quer =8=>u=4Megz- 2 = 
É 

== CO: 


Logo, 





85 
= mu Tm 
8 duo 27 


o Vw +4, 1 
— JJ 
3 


fls 


(b) Qual é o trabalho realizado ao se esticar uma mola em 8 cm sabendo que a força de 1 N 
a estica em 1 em? (Dica: Use a lei de Hooke.) 


Solução: De acordo com a lei de Hooke, a força de y N que estica em x m a mola é 
dada por y = kx, onde k é uma constante. Como x = 0,01 me y= 1 N, temos k = 100 
ey = 1007. 


Logo, o trabalho realizado será: 


0,08 
W = / 100x dz = 0,32 J. 
0 


121) Calcule o volume do sólido de revolução obtido girando em torno do eixo dos x a 
região limitada pela curva y = sen (x), « € [0,27] e o eixo dos x. 


Solução: Temos que a região e o sólido de revolução gerado são, respectivamente: 








Pela simetria do sólido, calculamos o volume da metade do sólido e multiplicamos o resul- 
tado por 2. Assim, 


Vos = 2 [ sen? (x) dz 
0 
2 [ 1 — cos(2x) nm 


0 » 
= ( do — | cos(2x) dr) 
0 0 


= nº u.v. 
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